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18 de octubre de 2012

1. Introduccion

El analisis espectral de series temporales es una herramienta muy ttil para
el ajuste estacional. Aunque no hay una definicién precisa de estacionalidad,
si hay un acuerdo general sobre al menos algunos fenémenos que constituyen
estacionalidad. En particular, hay estacionalidad en una serie x; cuando ésta
contiene componentes periddicas, cuyo periodo coincide con un tiempo de ref-
erencia’. En el tipo de indicadores coyunturales que publican los organismos
estadisticos este tiempo de referencia es el ano. De esta forma, para datos men-
suales las componentes periédicas de periodo 12 (o alguno de sus divisores) se
consideran estacionales. [gualmente ocurre en el caso trimestral con las compo-
nentes periédicas de periodo 4 (o su tnico divisor, 2).

Precisamente la representacién espectral de un proceso es una herramien-
ta especialmente adecuada para sacar a la luz componentes periddicas, ya que
consiste en expresar el proceso como una suma de sucesiones periddicas, conc-
retamente trigonométricas. Esta representacion, por tanto, nos permite centrar
la atencion en las frecuencias que més nos interesen.

Como consecuencia de lo anterior, el andlisis espectral se puede emplear
en la fase de diagnostico del proceso de ajuste estacional, para comprobar la
ausencia de componentes estacionales en la serie ajustada. Los programas que
se usan para hacer el ajuste estacional (como TRAMO/SEATS) incluyen una
representacion del espectro entre las herramientas de diagndstico.

Para interpretar correctamente el espectro conviene conocer, entre otras

CcOSsas:

I Estrictamente hablando, cuando lo divide.



= Las distintas variantes de representacién del espectro (unidades de fre-

cuencia, escala de la densidad espectral, etc.)
= Dénde estan las frecuencias asociadas con la estacionalidad.
= Cémo son los espectros de ciertos procesos, en particular de los ARMA.
= Como afectan los filtros al espectro.

= Qué diferencias hay entre la representacién espectral de procesos esta-

cionarios e integrados.

En este documento pretendemos —de manera concisa— introducir primero los
fundamentos de la representacién espectral en general y después las cuestiones

especialmente relevantes para el ajuste estacional.

2. El espectro

Una serie temporal puede entenderse como una sucesiéon de ntmeros. Las
sucesiones de nimeros reales se pueden escribir como combinaciones lineales
de senos y cosenos (o exponenciales complejas). Esta representacién se hace
mediante la Transformada de Fourier Discreta (TFD). En 2.1 veremos cémo.

Sin embargo, la teoria moderna de series temporales se basa en la hipétesis de
que una serie temporal es una realizacién de un proceso estocédstico. Analoga-
mente a las series temporales, los procesos estocdsticos se pueden represen-
tar mediante combinaciones lineales (mds exactamente, integrales) de funciones
trigonométricas o exponenciales complejas, aunque ponderados por coeficientes
aleatorios. Esta representacion es la llamada representacién espectral de un pro-
ceso estocdstico, que presentamos en 2.3. La varianza de los coeficientes de la
representacion se llama densidad espectral. Veremos en 2.2 que la TFD de una
serie temporal puede entenderse como una estimacion de la densidad espectral.

Desgraciadamente, la representacién espectral de un proceso estocdstico re-
quiere usar un concepto matematico complejo: una medida aleatoria. Por otra
parte, es posible definir la densidad espectral a partir de la funcién de autoco-
varianza sin aludir a la representacién espectral. Por tanto, quien lo desee puede

omitir el apartado 2.3.



2.1. Representacion de Fourier de una sucesion

Una sucesién finita 1, ...,z (que puede ser una serie temporal, es decir,
una realizacién de un proceso estocdstico) puede escribirse como suma de senos
y cosenos de la forma siguiente:

n

T = Z (ak coswyt + by, sinwkt), (1)
k=0

donde wy, = 27k /T son las frecuencias naturales. Cuando T es par, n = T/2.

Entonces, sinwgt = sinw,t = 0, mientras que coswot = 1 y coswyt = (—1)%

Consecuentemente,
n—1
Ty = ag + Z (ak coswyt + by, sinwkt) + an(—1)"% (2)
k=1

Si T es impar entonces n = (T'—1)/2y

n
Ty = ag + Z (ak cos wit + by sinwkt).
k=1

Los coeficientes ay y b nos dan la amplitud de las funciones sinusoidales. Se
puede comprobar que, en estas dos formas, la representacion es tnica viendo
que {coswyt,sinwit}yZ; N{1, (—1)!} en el caso par y {coswyt,sinwyt}y_; N{1}
en el impar forman una base del espacio de las sucesiones finitas de T elementos.

Por otra parte, los coeficientes ay y b se pueden obtener como

T
g Ty Sin wyt.
t=1

En ambos casos, las frecuencias que aparecen en la representacién cumplen

ap =

N

T
E Ty COS Wit b =
t=1

Nl

wi < 7. El por qué necesitamos solo frecuencias hasta 7 en lugar de recorrer todo
el intervalo [0, 27) es consecuencia de lo siguiente. En la figura 1 representamos
las funciones cos272t/T y cos2nw6t/T para T = 8. Como se puede ver, las dos
funciones coinciden en los valores enteros del eje de abscisas. Igualmente ocurre
para cualquier par de frecuencias (wy, 2 —wy,). Esto quiere decir que tendriamos
que tener valores de la variable que corresponden a instantes ¢ no enteros para
poder distinguir las dos funciones.

Podemos expresar esta idea de otra forma: la mayor frecuencia que se puede
observar en una serie x; es la que corresponde a medio ciclo por unidad de

tiempo. Esta frecuencia se llama frecuencia de Nyquist.
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Figura 1: Frecuencias mayores de 7 no son observables.

De esta forma, una sucesién se puede representar como un conjunto de pares
(t,2¢) o (con cierta pérdida de informacién) como un conjunto de pares (wy, az +
b%) La primera representacién se llama en el dominio del tiempo y la segunda
en el dominio de la frecuencia. A menudo, por analogia con las senales fisicas
se dice que a? + b2 es la energia contenida en la frecuencia wg.

En la figura 2 representamos la sucesién x; = coswit + (1/2) sinwat, donde
T =12, w1 = 272/T y we = 274/T. En el panel superior representamos la
sucesion en el dominio del tiempo, en el segundo, mediante un diagrama de
barras, la sucesién en el dominio de la frecuencia (representacién espectral) y
en el tercero, representamos las componentes sinusoidales que corresponden a
las dos frecuencias que aparecen en la representacion espectral.

La representaciéon (2) se puede expresar también mediante exponenciales
complejas. Para ello sustituimos coswyt y sinwyt por

eiwkt + e—iwkt eiwkt _ e—iwkt
2 2i

respectivamente. De ahi obtenemos

-1 . .
_ (W= e @k b ¢
xt—ao—i—z —— e —— "¢ +a,(—1)".

2 2
k=1
Si ahora extendemos ap y by a k=T/2+1,...,T — 1 mediante a, = ar_
y by = —br_j entonces

T
Ty = g zpe Rt
k=1
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Figura 2: Una sucesién que es combinacién de dos funciones sinusoidales.

donde zp = ap — iby, siendo by = bT/2 =0.

Los coeficientes zj, se pueden obtener como

T
2p = l § :Etefiwk.t
T
t=1

2.1.1. Representacion de una sucesioén periddica

Supongamos ahora que una sucesién x; de longitud 7" es periédica de periodo
s, donde s < T'. Es decir, que z;45 = x; y por tanto, el conjunto de valores
x1,...,%s se repite sucesivamente. Podemos considerar estos valores x1,...,x;
como una sucesioén en si misma y aplicar la representacion espectral. Suponiendo
para simplificar que s sea par, podemos escribir
s/2—1

X = agp + Z (ax cos2mkt/s + by sin 27kt /s) + a, (—1)". (3)
k=1



Puesto que todos los senos y cosenos que aparecen son peridédicos de periodo s,
entonces el lado derecho de la ecuacién es también periédico. Esto significa que
(3) no solo se cumple parat =1,...,s, sino tamién parat = s+1,...,T. Conse-
cuentemente: en la representacion de Fourier de una sucesiéon periddica
de periodo s aparecen solamente las s/2 + 1 frecuencias 0,27 /s, ..., 7.
Como ejemplo, consideramos el caso de T'= 32y s = 4 en la figura 3 repre-
sentamos una sucesién periédica de periodo s y en la figura 4 una sucesién no
periédica. Como vemos, en el primer caso la representacion espectral solo con-
tiene las frecuencias 27 /4 y 47 /4. Por el contrario, en el segundo caso, aparecen

muchas otras frecuencias.
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Figura 3: Una sucesion periédica y su representacion espectral.
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Figura 4: Una sucesién no peridédica y su representacién espectral.

2.1.2. Escalas

Uno de los aspectos donde hay més variedad en cuanto a la representacion
espectral es en las unidades que se emplean para expresar la frecuencia. Hasta
ahora, para nosotros la frecuencia w es el coeficiente que multiplica a t en las
funciones trigonométricas esto significa que sus unidades son radianes/unidad
de tiempo y sus valores recorren el intervalo [0, 7]. Sin embargo, existen otras

formas:

(a) Normalizando de la forma f = w/(27), tenemos la frecuencia en cic-

los/unidad de tiempo. El intervalo de representacion es [0,1/2].

(b) Menos habitual, pero también se puede encontrar la normalizacién f =
w/m. Las unidades entonces serdn medios ciclos por unidad de tiempo y

el intervalo de representacion es [0, 1].



(c) En datos mensuales o trimestrales, hay otra unidad de tiempo ademés
de la de t, que es el ano. Entonces se emplea a menudo la normalizacion
f=w/(27fy) = sw/(2m), donde s es igual a 4 0 a 12 segtn los datos sean
trimestrales o mensuales y fo = 1/s es la frecuencia que corresponde a un
ciclo por ano expresada en ciclos por unidad de tiempo. De esta forma,
las unidades en las que expresamos la frecuencia son ciclos por ano y el
intervalo donde se mueven las frecuencias es [0, s/2]. Esta es la forma en

la que representa las frecuencias el programa TRAMO/SEATS.

Esto tiene como consecuencia que las frecuencias en las que esta concentrado
el espectro de las sucesiones periédicas son distintas segtiin la normalizacién. En
(a) estdn en 1/s,2/s,...,1/2; en (b) estdn en 2/s,4/s,...,1 y en (c) estdn en
1,2,...,5/2. Esto tiene consecuencias para el andlisis de la estacionalidad, como
veremos mas adelante.

El extremo derecho del intervalo es la frecuencia de Nyquist. Por tanto, para
cada normalizacién esa frecuencia se expresa de manera distinta. Mientras que
en radianes/unidad de tiempo (a) la méxima frecuencia observable es 7, en ciclos
por afio (b) la méxima frecuencia se expresa de distinta manera segtin que los
datos sean mensuales o trimestrales: para datos mensuales es 6 ciclos por ano y
para datos trimestrales, 2 ciclos por ano.

La escala en la que se expresa la energia puede ser tanto lineal como log-
aritmica. En el segundo caso habitualmente se emplea el logaritmo decimal y
como unidad 1/10 (decibelio o dB). Es decir, que la energia espectral en deci-

belios es 10log,o (a2 + b7).

2.1.3. Solapamiento o aliasing

Como hemos dicho antes, en el espectro no aparecen frecuencias mayores
de 7 rad/unidad de tiempo o medio ciclo por unidad de tiempo. Sin embargo,
cuando la serie que observamos estd afectada por oscilaciones de frecuencias
mayores, éstas se manifiestan indirectamente, apareciendo en frecuencias més
bajas asociadas, que se llaman alias.

Este fenémeno aparece ocasionalmente en imégenes en movimiento. Tanto
es asi que se emplea la frase efecto de rueda de carro. Todos hemos visto alguna
vez cémo la rueda de un carro en una pelicula parece moverse a una velocidad
mas baja de lo que deberia o incluso en la direccién contraria. Las imagenes

cinematograficas son sucesiones de fotogramas a la frecuencia de 24 por segundo.



Figura 5: Solapamiento. Entre la imagen izquierda y la derecha ha pasado 1/24
de segundo y la rueda ha girado 10 vueltas enteras y 1/10 de vuelta, pero como
no la observamos entre los dos fotogramas, nos parece que solo ha girado 1/10

de vuelta.

Supongamos que una rueda de carro gira a una velocidad angular de 2w24(10 +
1/10) rad/s. Esto significa que en 1/24s la rueda ha dado 10 vueltas y 1/10
de vuelta (ver figura 5). Como nosotros no observamos el proceso entre dos
fotogramas, nuestro cerebro interpreta que la rueda ha dado 1/10 de vuelta
solamente y por tanto que su velocidad angular es aproximadamente 100 veces
menor de la que es en realidad. Si la velocidad angular es de 2724(10 — 1/10)
rad/s, entonces la rueda parece girar lentamente en la direccién contraria al
movimiento.

Con el espectro de una serie temporal ocurre lo mismo. Aquellas oscilaciones
que se producen a una frecuencia mayor que medio ciclo por unidad de tiempo se
atribuyen a una menor que se llama alias. En concreto, si p = 1/ es el periodo
de la oscilacion expresado en las unidades de tiempo en las que esta observada
la serie, podemos calcular el periodo que corresponde a la frecuencia alias (ver
Melis Maynar, 1992) como

Da = { DPa = m mod ([2/p],2) =0
Pa = 1oy mod ([2/p],2) #0

1/10 de vuelta




En el ejemplo de la rueda, la frecuencia expresada en fotogramas (o vein-
ticuatroavos de segundo) es 10 + 1/10 = 101/10, luego p = 10/101. Entonces,
mod ([2/p],2) = mod (20,2) = 0, luego

~2/p—1[2/p]  202/10-20

Pa 10,

que corresponde justamente a la frecuencia que deciamos que se observa en la

pelicula.

2.2. De una serie temporal a un proceso estocastico

Vamos a ver como se traslada la representacién espectral de series temporales
al marco de procesos estocédsticos. Supongamos que z; es un proceso estacionario

y su funcién de autocovarianza es yy,. Si ), |yn| es convergente, entonces la serie

f@) =5 > e (@)
es absolutamente convergente uniformemente en w € R. La funcién f(-) se llama
densidad espectral de x;. Esta funcion es periédica de periodo 2w, luego basta
considerarla en (—,7|. Si la serie temporal es real, ademds f(w) es par, luego
podemos reducir el intervalo de estudio a [0, 7).

Por otra parte, podemos obtener la funcién de autocovarianza a partir de la

densidad espectral:

w= [ s,

—T

Por ejemplo, ver proposicion 6.1 en Hamilton, 1994.

2.2.1. Estimacién del espectro

A partir de la definicién de densidad espectral (vélida cuando esta existe, que
es en la mayoria de los casos), se puede obtener de manera natural un estimador

sustituyendo las covarianzas poblacionales por las muestrales de la forma

f@)= 5= 3 Ane, (5)

|h|<r

con la limitacién de que solo se puede incluir un nimero finito de covarianzas,

aqui 2r — 1.
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2.2.2. El periodograma

Como méaximo se puede fijar r = T en (5) para una serie de longitud T,
y en ese caso f (w) se llama periodograma?. Por otra parte, el periodograma
coincide con la Transformada de Fourier Discreta de la serie temporal
que vimos en 2.1.

La expresién (5) nos puede hacer sospechar que las propiedades del peri-
odograma pueden ser no muy buenas. La estimacion de la h—ésima covarianza
con T datos se obtiene promediando T'— h valores. Si incluimos covarianzas has-
ta T —1, esto significa que la estimacion de las primeras y las iltimas se hara con
muy pocos valores y serd en general muy mala. En efecto, el periodograma como

estimador de la densidad espectral es:
= asintéticamente insesgado, pero

= inconsistente, ya que la distribucién de f (w) cuando T — oo, se dis-
tribuye aproximadamente como f(w)-(1/2)x3. Ademés para distintas fre-
cuencias, los valores del periodograma son asintéticamente independientes,

lo que explica la apariencia ruidosa del periodograma (ver figura 6).

2.2.3. Otras formas de estimacién espectral

Para suavizar las variaciones del periodograma, se puede emplear la convolu-
cién con una funcién adecuada —llamada ventana— en el espacio de la frecuencia.
Una funcién asi, digamos W (-), debera tener su densidad concentrada en cero y

cumplir que [ W (w)dw = 1. Entonces, podemos calcular la estimacién suavizada

CcOomo
r r 1 A _ih(w—
fw(w) = /W()\)f(wf N)d\ = /W()\)% Z Ape M@= g\ =
|h|<r
1 : . 1 .
=5 2 e [ WA= o 3 w(hyine™.
T T
[h|<r |h|<r

La ultima expresiéon la podemos entender como una modificacién del peri-
odograma en la que las distintas autocovarianzas estan pesadas de acuerdo a la

funcién w(h). Como deciamos antes, cuando |h| es grande, la estimacién de la

2Para algunos autores, la palabra periodograma se reserva para este estimador en concreto,
pero a veces se usa de manera mads general, para modificaciones como las que describimos en
2.2.3.
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Figura 6: El periodograma no es un estimador consistente.
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h—ésima autocovarianza, es mala. Por tanto, una buena funcién w(h) deberia

pesar mas las covarianzas para h pequena.

Ejemplo 1. Una posibilidad es excluir los retardos h mds largos, es decir

1 <
w(h) = ol < v
0 |hl>r

Esto es equivalente a elegir

1 sin(r +1/2)A

W =
(@) 21 sinA/2
Ejemplo 2. También se emplea la ventana triangular, que para T par tiene la
forma:
2h—1 T
w(h) = 9§ o(r_ny41 b=hss
U 1+ L <h<T

Hay muchas otras posibilidades para la funciéon W (-). Otros métodos de

estimacién empleados son el de Welch y el multitaper.

2.3. Representaciéon espectral de un proceso estocastico*

En este apartado introducimos conceptos adicionales que sirven para presen-
tar el teorema de representacién espectral que da sentido al andlisis espectral,
ya que permite interpretar la densidad espectral en términos del propio proceso
y no solo de su funcién de autocovarianza.

No todos los procesos estacionarios cumplen la condicién ), |yu| < oo y
en consecuencia, no todos tienen una densidad espectral. Sin embargo, todos

tienen una medida espectral:

Teorema 1. Si z; es estacionario, entonces existe una unica medida F finita

en (—m, | tal que

'yh:/ e dF (w).

Si la medida F tiene una densidad f(w), entonces f(w) es la densidad es-

pectral de x;.

Ejemplo 3. La densidad espectral de un proceso de ruido blanco es constante
fw) = (2m) .

13



Ejemplo 4. Sea x; = Acos )\t + Bsin \t, donde A, B son variables aleatorias

incorreladas de media cero y varianza o. Entonces
1 . .
Y, = 0% (cos At cos A(t+h)+sin Atsin A(t+h)) = 0° coshA = o 3 (e’h”\ +e )

y en consecuencia F' es una medida discreta concentrada en dos puntos, de
manera que F({—-\}) = F({\}) = 0?/2.

Definiciéon 1. Una medida aleatoria con incrementos ortogonales Z es una
coleccion {Z(B) : B € B} de variables aleatorias complejas de media cero,
indexada por los conjuntos de Borel en (—m, 7| definida en cierto espacio de

probabilidad tal que para alguna medida de Borel finita p en (—m, x|,
COV(Z(Bl), Z(Bg)) = M(Bl n Bg)

Empleando esta definicién podemos expresar el resultado principal de esta

seccién.

Teorema 2. Para todo proceso estacionario de media cero xy con distribucion

espectral F' hay una medida aleatoria con incrementos ortogonales Z relativa a
F tal que {Z(B): B € B} C L*(x; : t € Z) tal que

Ty = [ 7; €47 (w). (6)

La definicién de la integral estocdstica [ -dZ(w) y una descripcién més de-

tallada de la representacion espectral se puede encontrar en Koopmans (1995).

3. Filtros lineales y espectro

Uno de los puntos fuertes del anédlisis espectral de procesos estocasticos se
manifiesta cuando empleamos filtros lineales. Un filtro lineal F es una aplicacion
que transforma procesos de la forma

2 — yp = F(B)xe = Zakkat = Zakxt_k, (7)
keZ kEZ
donde Bx; = x:—1. En la terminologia de series temporales esto también se

llama media méovil.

Ejemplo 5. Una media movil simétrica es un filtro lineal:
1

1 1
Yt = §$t—1 + gxt + §$t+1-

14



Ejemplo 6. Si ax = 0 para k < 0, entonces F es un filtro causal. Cuando
decimos que un proceso x; satisface un modelo MA, eso es equivalente a decir
que x¢ es el resultado de aplicarle un filtro lineal causal a un proceso de ruido
blanco €. Un MA(q) tiene la forma:

Yt = &€t — 918,5_1 i Hth_q.
Ejemplo 7. Un alisado exponencial tiene la forma
yr = arg 1+ (1 — )y,

donde o € (0,1). Podemos reescribir esa ecuacion como y; = (1 — a)lyo +
azz_:lo(l —a)*zy_p_1. Por tanto, cuando t sea grande, se parecerd mucho a

un filtro de la forma

Yy = Za(l —a)* B,
k=0

Cada filtro lineal tiene una funcién asociada llamada funcién de trans-

ferencia. Si lo representamos como en (7), su funcién de transferencia tiene la
. k .z oy

forma ¢ (z) = Y, ., arz”. Esta funcién nos va a permitir obtener el resultado

clave de esta seccion.

Teorema 3. Siz; e y; tienen densidades espectrales fo(w) y fy(w) respectiva-

mente y se cumple yy = F(B)x,, entonces

fy(w) = (e fa(w). (8)

La funcién w + [1(e~)|? se llama funcién de ganancia (aunque también se
la llama en ocasiones, funcién de transferencia; nosotros reservamos ese nombre
para ¢(z)). La funcién de ganancia nos dice como actia el filtro sobre x; en
el dominio de la frecuencia. Si |p(e=)|? < 1, el filtro atentia la frecuencia w,

mientras que si [¢(e”*)|? > 1 la amplifica.

Ejemplo 8. FEste resultado también nos permite calcular el espectro de un pro-

ceso ARMA. Supongamos que x; satisface
P(B)z = 0(B)ey

donde ¢ tiene sus raices fuera del circulo unidad. Entonces

0(B)
¢(B)

Ty =

€t
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Como la densidad espectral del ruido blanco es constante o2 /(2m), entonces la
de x; es )

e(e—iw) 0.2

fo) =5 )
Sixy esun ARMA(1,1), (1-05B)x; = (1—0,25B)e, entonces su espectro tiene

la forma de la figura 7.

161 o

Figura 7: Densidad espectral de un ARMA (1 —0,5B)x; = (1 — 0,25B)z;.

Ejemplo 9. Supongamos que x; es el del ejemplo anterior. Vamos a ver cémo
afecta a su espectro el filtro que tiene como funcidn de transferencia (z) =
(1/2) + (1/2)22. La funcién de ganancia del filtro es (1/4)|1 + e=2*|%. En la
figura 8 estad representada la funcion de ganancia y se observa como atenta las
frecuencias en torno a w/2 o un cuarto de ciclo por unidad de tiempo. Debajo
tenemos la densidad espectral de y, = F(B)x;. Se ve cdmo se parece a la de x;

en los extremos, pero estin atenuadas las frecuencias cercanas a /2.

3.1. Espectro de un proceso integrado

La representacién espectral introducida en la seccién 2.3 se demuestra solo
para procesos estacionarios. Sin embargo en el tratamiento de series econdémicas
a menudo hay que tratar con procesos integrados y por tanto, no estacionarios.

La extensién del andlisis espectral a procesos no estacionarios es problematica.
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Figura 8: Ganancia del filtro y densidad espectral de la senial y; = F(B)x;.

Por tanto, aqui haremos una descripcién informal, sin entrar en los detalles
técnicos.

Podemos emplear la expresién (9) para generalizar el espectro a los proce-
sos integrados. Supongamos que z; satisface un modelo ARIMA que podemos
escribir también como ¢(B)x; = 0(B)e; pero permitiendo ahora que ¢(z) ten-
ga rafces unitarias. Entonces su densidad espectral f(w) = |0(e™™)/¢p(e~™)|?

tendra asintotas verticales en algunas frecuencias.

Ejemplo 10. Supongamos que (1 — B)xy = (1 — 0B)e;. Entonces, su densidad

espectral es

1—fe|?

1—ew

flw) = \

Como el denominador se anula en w = 0, la densidad tiende a infinito cuando

w— 0.

Si un proceso cumple un modelo ARIMA estacional, podemos analizar su

espectro empleando la ecuacién (9). Supongamos que z; cumple

6(B)®(B)(1 — BY'(1 - B*)Px, = 6(B)O(B)ey.
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Entonces la densidad espectral de x; es

o(efiw)@(efsiw) 2 0.2

(1 —e—w)d(1 — e=5)Dp(e—) (") | 27"

flw) =

La densidad espectral tendra asintotas verticales en los puntos donde se

anula el denominador, es decir, donde
nl-e ™ =0=w=0.

ml—e %% =0= sw=2rk con k=0,1,.... Por tanto, en ciclos por afio:
0,1,...,8/2.

Por otra parte, los polinomios ¢ y ® pueden tener raices que sin ser unitarias
estén cerca de la unidad. En esos puntos, el denominador se hard pequeno y
se pueden encontrar maximos del espectro incluso aunque el modelo no tenga
diferencias estacionales. Por ejemplo, si ¢ cumple el modelo (1 —® - B®)x; = &,

5 ~ 0 cuando sw = 27k. Por tanto aparecerdn

y ® ~ 1, entonces 1 — P - e
maximos para las mismas frecuencias, aunque no tan pronunciadas como cuando

hay diferencias.

4. Interpretacion del espectro de series estacionales

En las secciones anteriores hemos presentado algunas herramientas para el
andlisis espectral. A continuacion vamos a emplearlas para describir posibles
apariencias del espectro de una serie y a qué tipo de procesos corresponden.
También veremos algunos ejemplos de cémo afectan los filtros lineales al espectro

de una serie estacional.

4.1. Series periodicas

Como hemos explicado en 2.1.1, una serie peridédica de periodo s tiene su
espectro concentrado en unas pocas frecuencias. En el andlisis de series tem-
porales estacionales, es habitual normalizar la frecuencia de manera que estas

frecuencias sean 0,1, ..., s/2. Por tanto:

= Para series trimestrales, las frecuencias estacionales son 1 y 2 ciclos por

ano.
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= Para series mensuales, las frecuencias estacionales son 1, 2, 3, 4, 5, 6 ciclos

por ano.

Si una serie z; tiene una componente estacional determinista, se reflejara en
su espectro en esas frecuencias. En la figura 9 vemos: (1) una serie que se obtiene
como un seno de periodo 12, (2) un seno de periodo 6 y (3) una serie periédi-
ca de periodo 12, pero no sinusoidal. Todas ellas se representan junto con su
periodograma. Las lineas verticales en el periodograma indican las frecuencias

estacionales.

4.2. Series con estacionalidad, pero no periédicas

En la figura 10 representamos una serie que satisface un modelo AR esta-
cional de la forma x; = 0,92;_12+¢;. También presenta maximos en las frecuen-
cias estacionales, pero en el grafico de la serie no se observa la estacionalidad
tan claramente como en la serie periddica, ya que el perfil anual no se mantiene
intacto de un ano a otro, sino que va cambiando a lo largo del tiempo. Sin

embargo, se aprecia con claridad en el periodograma.

4.3. Series con tendencia

En la figura 11 representamos primero una serie con tendencia determinista
(lineal). La estacionalidad estd oculta en el espectro porque la asintota de la
densidad en la frecuencia cero, que corresponde a la tendencia, es muy domi-
nante. Sin embargo, si aplicamos una diferencia regular a la serie, anulamos este
efecto y permitimos que la estacionalidad se haga visible. Esto nos sugiere que
cuando las series tengan tendencia, puede ser conveniente comprobar

la presencia de estacionalidad en la serie diferenciada regularmente.

4.4. Efecto calendario en el espectro

Como se dijo en 2.1.3, los fenémenos asociados a frecuencias mayores que
dos ciclos por ano en datos trimestrales o seis en datos mensuales no se pueden
observar directamente, pero si indirectamente a través de sus frecuencias alias.
Si una variable que se observa, por ejemplo, mensualmente se puede ver como
acumulacién de datos diarios, entonces es posible que se vea afectada por fluc-

tuaciones semanales. La frecuencia asociada a la semana no se puede definir
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Figura 9: Dos series sinusoidales de frecuencias 27/12 y 27(2/12) (periodo 12 y

6) y una serie periédica de periodo 12 no sinusoidal.
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Figura 10: Serie AR estacional.

de forma totalmente precisa en meses, porque los meses tienen distinta du-
racién. Sin embargo, si hacemos la aproximacién de suponer que todos tienen
un ndmero de dias promedio, digamos, (4 - 365 + 1)/48 = 30,4375, entonces,
el periodo es aproximadamente p = 7/30,4375 = 0,23. Como 2/p = 8,6964,
entonces mod ([2/p],2) =0 y por tanto el periodo alias es

B 2
~1-2/p+[2/p]

En consecuencia, la frecuencia alias es de 4.1786 ciclos por afio o 2.19 rad/mes.

Pa = 2,8718.

Para datos trimestrales, tendriamos una frecuencia de 0.5357 ciclos por ano o
0.28 rad/trimestre.

4.5. Interpretaciéon de la escala

Cuando se examina el espectro de una serie ajustada para detectar esta-
cionalidad o efecto calendario residual, al interpretar los picos que se observan

debe tenerse en cuenta lo siguiente:

= Cuando comparamos el resultado de ajustar la misma serie con distintos
métodos o modelos, la magnitud de los picos en frecuencias estacionales
o asociadas al efecto calendario nos orienta sobre la importancia de la

componente estacional que queda.
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Figura 11: Serie con tendencia determinista y la misma serie diferenciada regu-

larmente.
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= Por el contrario, al comparar el resultado del ajuste de distintas series, el
tamano de los picos no nos informa sobre lo bien ajustadas que estén las

series en términos relativos.

Vamos a ilustrar esta idea con dos ejemplos. En la figura 12, tenemos el
periodograma de las series ajustadas que se obtienen a partir de una misma serie
bruta mediante dos modelos distintos. En el panel superior vemos que queda
un pico en la frecuencia asociada al ciclo semanal de aproximadamente cinco,
mientras que en el inferior su magnitud es de poco mas de dos. En el primer
caso, la variabilidad debida a la componente de calendario residual es de un 13 %
de la de la serie original, mientras que en el segundo es de aproximadamente

5 %. El mayor tamatio del pico espectral indica realmente un peor ajuste.

0 0.5 1 15 2 25 3 35

Figura 12: Escala: periodograma de una serie ajustada mediante dos modelos

distintos.

Por el contrario, en la figura 13 vemos el resultado del ajuste de dos series
distintas. El pico de frecuencia 2.19 en la segunda es aproximadamente la mitad
de alto que el de la primera. Sin embargo, ambos representan una fraccién similar
de la variabilidad total de las dos series (alrededor del 8 %). Esto significa que

el efecto calendario residual es de una importancia semejante en ambos casos.
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Figura 13: Escala: periodogramas de dos series ajustadas.

4.6. Efecto de los filtros sobre la estacionalidad

En la seccién 3 ya vimos de forma general como los filtros lineales transfor-
man el espectro de una serie. Veamos ahora algunos ejemplos con series esta-

cionales.

4.6.1. Efecto de la diferencia estacional

En la figura 14 podemos ver una serie generada segiin el modelo z; =
T;_12+&4. A esta serie le aplicamos el filtro 1 — B2, Debajo de la serie original,
representamos la serie filtrada. A la derecha de cada una vemos el periodogra-
ma. Se puede ver como el filtro ha mitigado las frecuencias estacionales, pero
también la frecuencia cero. Esto es consecuencia de que la funcién de ganancia

se anula en las frecuencias estacionales y en el cero.

4.6.2. Efecto de la media movil

Supongamos ahora que no queremos eliminar las frecuencias cercanas a cero
para conservar la tendencia y para empleamos que 1 — B2 = (1 — B) - (1 +
B+ ...+ B'Y). Eso sugiere filtrar con una media mévil (1 + B+ ...+ B)/11.

En la figura 15 podemos ver el efecto de este filtro sobre una serie generada
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Figura 14: Series original y filtrada y funcién de ganancia del filtro 1 — B'2.
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con el mismo modelo que el ejemplo anterior. Se puede observar que ademas de
mitigar las frecuencias estacionales, también se han mitigado las frecuencias que
hay entre ellas y en particular las frecuencias altas. Para confirmar esto solo hay
que observar la funciéon de ganancia. Esto se puede interpretar de la siguiente
manera: con la media mévil ademds de eliminar la componente estacional, se

reduce la componente irregular.

4.6.3. Efecto de la diferencia regular

En 4.3, ya vimos cémo la diferencia regular, aplicada a una serie con tenden-
cia determinista podia sacar a la luz la parte estacional al eliminar del espectro
las frecuencias bajas asociadas a la tendencia. Veamos ahora qué pasa con una
serie que es integrada pero no tiene una tendencia determinista. En este caso,
el modelo es

(1—-B)(1 - B%¥)z; =& — 0,9g;_12.

Podemos ver como también en este caso la estacionalidad se aprecia mejor

en el espectro de la serie diferenciada®

4.6.4. Ejemplos con datos reales

En la figura 17, representamos el Indice de Produccién Industrial en el peri-
odo 2000-2010. Debajo estan las series obtenidas tras aplicar V, V1o y V- Via.
Vemos como la serie original tiene gran parte de la energia espectral concentrada
cerca de la frecuencia cero. En la serie diferenciada regularmente se puede como
el espectro se concentra en las frecuencias estacionales. En la serie diferenciada
regular y estacionalmente se ve el pico de frecuencia 2.19 que corresponde al
efecto calendario.

En la figura 18 se puede ver una representacion analoga para la serie de
Cifras de Negocios de la Industria en el periodo 2002-2010.

3Por otra parte, hay que tener en cuenta que el filtro distorsiona la estructura estacional de
la serie. Observando la funcién de ganancia se puede ver que la primera frecuencia estacional,
que corresponde a un ciclo por ano estd mitigada, mientras que las otras estdn amplificadas

segun factores crecientes.

26



4 25
2 20
0 15
-2 ! 1 10
) 5 \_/j\/\
S Ll A
0 20 40 60 80 100 0 1 2 3
0.8 1.4
1.2
0.6
1
0.4 1 0.8
0.2 : ] 06
0.4
0
0.2 M
-0.2 0
20 40 60 80 100 0 1 2 3

12- N B 4

Figura 15: Series original y filtrada y funcién de ganancia del filtro (1 + B +
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