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RESUMEN

La desestacionalizacion de series econdmicas es el primer paso en la extraccion de
la sefal relevante para el analisis de la coyuntura. El desfase temporal del filtro
desestacionalizador representa el coste informativo del proceso y se mide por el na-
mero de predicciones necesarias para obtener una estimacion actual de la serie
desestacionalizada. Si el desfase es m, las Ultimas m estimaciones estan sujetas a
revision, introduciendo incertidumbre en el diagnostico coyuntural. El filtro que se
presenta es un ARMA(11,11) de un sélo parametro, con un desfase inferior a medio
periodo, que puede aplicarse facilmente en cualquier hoja electrénica. Empleando
previamente este filtro, puede extraerse la sefial de ciclo-tendencia con aproximacio-
nes ARMA a filtros ideales, reduciendo a 5 -0 menos- el numero de predicciones
necesarias.

Palabras clave: Desestacionalizacion, extraccion de la sefial, filtros ARMA, desfase
temporal, medias moviles unilaterales, filtros modelo-basados.



INTRODUCCION

La desestacionalizacion de series econémicas es el primer paso en la extracciéon de
la sefial relevante para el analisis de la coyuntura. Muchas Oficinas de Estadistica
qgue producen series temporales dedican recursos al andlisis y el perfeccionamiento
de los métodos de desestacionalizacion y extraccion de sefial. EI X11 del Bureau of
Census de EEUU, el X11-ARIMA de la Oficina de Estadistica de Canada, el proce-
dimiento Burman (1980) del Banco de Inglaterra, el nuevo X12-ARIMA del Bureau of
Census, el filtro de lineas aéreas modificado de Cristébal y Quilis (1995) empleado
en el Boletin Trimestral de Coyuntura del INE o el procedimiento también modelo-
basado de Gomez y Maravall (1996) empleado por EUROSTAT, son ejemplos del
esfuerzo de investigacion dedicado a los métodos de extraccién de sefial y de los
avances obtenidos.

Para entender y comparar las diversas técnicas de desestacionalizacion y, en gene-
ral, de extraccion de sefial, conviene estudiar las funciones de ganancia y desfase
temporal de los filtros empleados, como se hace en Melis (1989,1991,1992). El des-
fase temporal del filtro indica el nUmero de observaciones que se pierden al final de
la serie y representa el coste informativo asociado al proceso de extraccion.

Si el filtro de extraccién posee un desfase temporal de m observaciones, como ocu-
rre con una media mavil simétrica de tamafio 2m+1, y la serie de entrada se extiende
de 1 a T, la salida del filtro sélo llega hasta T-m. Para obtener estimaciones de la
salida en los ultimos m periodos es necesario:

a) emplear filtros asimétricos que tienen menor desfase pero una funcién de
ganancia menos eficiente que la del filtro simétrico o central, tal como se
ilustra en el Anexo. El filtro desestacionalizador central del X11 para series de
irregularidad media tiene un desfase de 84 meses. Para obtener una estima-
cién de la serie desestacionalizada en los dltimos 7 afios se emplean filtros
asimétricos -unilaterales para el Ultimo mes observado- que tienen menor
desfase pero una funcién de ganancia poco eficiente. Esta es la estrategia
del X11.

b) proyectar la entrada con un modelo de prediccién y aplicar el filtro simétrico
sobre esta serie extendida con m predicciones. Esta es la estrategia del X11-
ARIMA.

En cualquiera de los casos, las m ultimas estimaciones de la sefial deberan susti-
tuirse por los valores obtenidos con el filtro central conforme se vayan obteniendo
nuevas observaciones. Este es el problema de las revisiones de la serie desesta-
cionalizada (o de ciclo-tendencia) que tanto perturba al analista de la coyuntura y
que las Oficinas de Estadistica se esfuerzan en reducir buscando filtros de minimo
desfase.

Los filtros modelo-basados introducidos por Burman (1980) y Hillmer y Tiao (1982)
son el producto de una funcion racional en el operador de retardo, por su conjugada:
H(B)H(F), donde H(B) es un filtro ARMA. Existen tres formas de aplicacién préctica:

1. Obteniendo la forma de medias madviles y truncando las colas del filtro simétrico
obtenido:

H(B)H(F) =h, +a h,(B' +B);
j=1



Hillmer y Tiao (1982) publican los pesos de los filtros para m=47. Maravall (1987) los
presenta graficamente con m=80 pero subraya que los pesos h son despreciables
para m>60.

Burman (1980) advierte que “en la préctica, los parametros de modelos estacionales
pueden estar proximos a la frontera de la invertibilidad, que provoca una convergen-
cia muy lenta del filtro, de modo que podrian requerirse mas de 1000 predicciones
hacia adelante y hacia atras para obtener una precision razonable”.

2. Como suma de dos filtros ARMA conjugados. Esta es la “most ingenious sugges-
tion” de Tunnicliffe Wilson que presenta Burman (1980) y que equivale a una reali-
zacion en paralelo.

G(B) G(F
HEIHF) = o) * o p

3. Como producto de H(B) por su conjugado H(F). Esta es la realizacion en cascada
que presentan Gémez y Melis (1989) y que constituye la forma natural de aplicar los
filtros modelo-basados para los habituados a los filtros autoregresivos o recursivos.
De hecho, cuando se utilizan filtros ARMA y el desfase temporal no es constante ni
aproximadamente constante, Hamming (1977) recuerda que “existe una sencilla so-
lucién al problema de eliminar la fase. Basta someter la serie a la accion del filtro y
procesar la salida, tomada en la direccién opuesta, con el mismo filtro. Si existe un
desfase en una frecuencia determinada en la primera pasada del filtro, se producira
un desfase igual, con signo contrario, en la segunda pasada”. Naturalmente, la ga-
nancia en este doble filtrado es el cuadrado de la ganancia del filtro original. “El truco
es tan simple que puede pasarse por alto”.

En la realizacion de medias moviles de filtros modelo-basados, el nUmero de predic-
ciones necesarias puede ser mas alto que con el X11 y, con las realizaciones en
cascada y en paralelo, el nimero de predicciones hacia adelante asciende a 26
cuando la serie es mensual y obedece a un lineas aéreas. No obstante, cuando el
filtro ARMA unilateral H(B) tiene un desfase aproximadamente constante en la banda
de paso puede aplicarse en solitario, reduciéndose el nimero de predicciones nece-
sarias. El filtro ARMA(17,13) de Cristobal y Quilis (1995) es un filtro desestacionali-
zador y de ciclo-tendencia que sélo exige 6 predicciones.

El filtro desestacionalizador que aqui se presenta es, en su version mensual, un
ARMA(11,11) de un so6lo pardmetro libre, con desfase temporal constante en todo el
eje de frecuencias e inferior a 0,5 meses -cuando el parametro es proximo a la uni-
dad-, por lo que puede aplicarse en la practica como un desestacionalizador sin
desfase. La idea del desestacionalizador sin desfase nace, para el autor, del estudio
del filtro ARMA unilateral de ciclo-tendencia basado en un modelo lineas aéreas y de
la investigacién sobre las causas del reducido desfase de los filtros lineas aéreas de
ciclo-tendencia. Desde esta perspectiva, el presente articulo corrige la explicacién
presentada en Gomez y Melis (1989), que atribuia el reducido desfase a la presencia
de un MA(2) diferenciador en el filtro ARMA unilateral. Desde la perspectiva, mas
general, del proceso de sefales digitales, la técnica de desestacionalizacién que



aqui se presenta puede verse como la combinacion de filtros de corte (notch filters)
de medias moviles con resonadores digitales. El manual de Proakis y Manolakis
(1992) es, desde esta Optica, la mejor referencia. La disponibilidad de un desestacio-
nalizador sin desfase abre el procesamiento de series econdmicas a las aproxima-
ciones ARMA a filtros ideales, tales como los filtros Butterworth, Chebychef y los mi-
nimocuadraticos incluidos en el programa Matlab (1986), capaces de extraer de for-
ma 6ptima cualquier banda frecuencial considerada relevante. La presencia de esta-
cionalidad y, en particular, la presencia de un potente pico estacional en la frecuen-
cia estacional fundamental (2p/s en series de s muestras por afo), dificultaba hasta
ahora el uso de filtros ideales sobre series econémicas. En Melis (1989) se demues-
tra que con filtros ARMA de la familia Butterworth y series con elevada estacionalidad
-como la de pernoctaciones en hoteles en Espafia- son necesarias 21 predicciones
para extraer la sefial coyuntural, sin introducir ceros estacionales. Aplicando previa-
mente el filtro que aqui se presenta, puede obtenerse la sefial coyuntural relevante
con 5 o0 menos predicciones.



1. EL FILTRO EN EL DOMINIO DEL TIEMPO.

El desestacionalizador que se presenta tiene estructura ARMA(11,11) dependiente
de un s6lo parametro, ¢, que gobierna la intensidad de la desestacionalizacion.

D, =a(X, + X, +.+X, )~ cD,, - ¢’D, ,-..-c"D, ,, ; t=12,..,T;

¥ L1
D,=D,=.=D,=:a X,; a=adc = ;

Su desfase temporal es aproximadamente constante para oscilaciones de cualquier
periodo, salvo los periodos estacionales. Para las oscilaciones de periodo superior al
afio, el retraso es de 0,3 meses (con ¢=0,975), de forma que en las aplicaciones
practicas se emplea sin desfase.

Al ser un filtro recursivo, deben emplearse valores iniciales apropiados. Se sugiere
igualar los 11 primeros valores del output con la media de los primeros 12 meses vy,
si se requiere el primer afio desestacionalizado, procesar una segunda vez en la di-
reccién opuesta.

El pardmetro c, positivo e inferior a la unidad, gobierna la intensidad del proceso
desestacionalizador. Cuanto menor es ¢, mayor es la accion desestacionalizadora y
mayor la transferencia de varianza a la serie estacional S; = X; - D;. Con ¢ préximo a
la unidad, la accion desestacionalizadora se restringe y la serie estacional pierde va-
rianza. La salida D; posee mas varianza.

La constante a de normalizacion depende de c¢ segun la expresion anterior y asegura
la inalterabilidad del nivel tendencial de la serie. De aqui la bondad de la media de
los primeros 12 meses como vector inicial.

2. GENERACION DEL FILTRO.

En los filtros de ciclo-tendencia basados en un modelo de lineas aéreas, como los
descritos en Burman (1980), Hillmer y Tiao (1982), Maravall (1987), GOmez y Melis
(1989), Melis (1992) y Cristébal y Quilis (1995), ocupa un lugar central el filtro:

S(B) 1+B+B*+.+B%!
E(B) 1+eB®

@

que es una funcién racional en el operador de retardo{B / B*X, = X, ,}.



La presencia del sumador estacional en los procedimientos modelo-basados no es
una sorpresa porque parece un paso obligado en todo proceso de extraccion de se-
fial que exija raices estacionales. El sumador estacional es la forma méas simple de
introducir ceros en la frecuencia estacional fundamental 2p/s y sus arménicos:

2p : : o

? ki k=2,....%; Con el sumador o su version normalizada a ganancia unidad,

la media movil de s pesos iguales se eliminan todas las oscilaciones estacionales, de
i S

perlodos:E ck=212...3

Existe una correspondencia precisa entre los filtros componentes de S(B) y los pe-
riodos estacionales eliminados. Para s=12 se tiene:

Periodos 2 2,4 3 4 6 12

S(B)= (1+B) | (1+4/3B+B?) | (1+B+B%) (1+B?) (1-B+B%) | (1- V3B +B?)

Para s=4 S(B)=(1+B)(1+B%=1+B+B*+B*> vy los ceros estacionales se reducen a 2 y
4 trimestres.

El efecto del sumador sobre el espectro o el periodograma de la serie de entrada es
bien conocido y puede observarse en el Gréafico 1. Es un filtro de paso bajo o de ci-
clo-tendencia que actia también como desestacionalizador.

Como filtro de ciclo-tendencia no es eficiente. Definiendo el ratio sefal/ruido como el
cociente entre la ganancia en los ciclos de 5 afios y la ganancia en la banda irregular
(oscilaciones no estacionales de periodo inferior a 6 meses), el filtro S(B) tiene un
ratio de 12,8, muy bajo para un filtro de ciclo-tendencia.

Como desestacionalizador tampoco es eficiente ya que no sélo elimina las oscilacio-
nes estacionales sino que atenua excesivamente las oscilaciones de periodo proxi-
mo a los estacionales.
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Por ultimo, tiene un desfase negativo de 5,5 meses, lo que quiere decir que se re-
quieren 6 predicciones de la entrada para tener una medida actual de la salida.

La novedad que aportan los filtros modelo-basados viene con el operador autore-
gresivo estacional 1/(1+eB'?) con parametro estacional negativo. El producto del su-
mador S(B) por el operador AR estacional afronta los dos problemas advertidos en la
funcion de ganancia del sumador y resuelve felizmente el segundo: el exceso de an-
chura de los embudos estacionales.

Las caracteristicas del producto pueden verse en el Grafico 2:

a) El ratio sefial/ruido se incrementa ligeramente, hasta 15,2. El bajo incre-
mento se debe al rapido decaimiento de la ganancia en las bajas frecuencias,
que en el filtrado lineas aéreas se resuelve aplicando posteriormente un
MA(2) préximo a la segunda diferencia (1-B?) .

b) La accién desestacionalizadora se localiza, restringiéndose a un reducido
entorno de las frecuencias estacionales.

Para comprender esta doble accion del AR estacional, considerese la siguiente fac-
torizacién del producto, con e = -¢**:

S(B) 1+B+.+B" _
E(B) 1-c?B2

1 1+B 1+B?> 1+B+B?> 1-B+B? 1+3B+B’> 1-+3B+B?
1- 6B 1+cB 1+c°B? 1+cB+c?°B? 1- cB+c?B? 1+cy3B+c?B? 1- c/3B+c2B?

El primer término del ultimo miembro es la versién autoregresiva mas sencilla de un
filtro de ciclo-tendencia y proporciona a la ganancia del producto S/E el rapido de-
caimiento desde las bajas frecuencias que domina el Gréafico 2 y que es tanto mas
rapido cuanto mayor es ¢ y mas proximo e a -1.

Los siguientes términos aseguran una desestacionalizacion tanto mas selectiva
cuanto mayor es ¢, actuando cada término sobre un periodo estacional concreto.

Consideremos separadamente el componente de medias méviles (MA) y el autore-
gresivo (AR), fijando la atencién en el cero estacional situado en el periodo p=4, en
el centro del eje de frecuencias, que se ilustra en el Gréfico 3.

El operador de medias méviles 1+B? introduce un cero en las oscilaciones de 4
meses pero altera drasticamente el resto de las oscilaciones, con una atenuacion
qgue crece con la proximidad al periodo estacional. Puede afirmarse que el operador
MA desestacionaliza excesivamente o que el embudo estacional tiene una boca de-
masiado amplia. Su funcién de respuesta frecuencial es:

1+e™=¢eg™(e"+e™)=e"2cosw;

con funciones de ganancia y desfase temporal:



G(w)=[L+e | = Rcoswl = \/2(1+cos2w) ;
i 2
D(p)=% Arg(1+e 2")==% =- 1; con W:_g;

Para los graficos, construidos en una hoja electrénica, se emplean las expresiones:

G(W) =/ RW)2 + 1 (W)2 =+/(1+ cos2w)® +sen’® 2w ;
D(p)= ATAN2(R(W);- [ (w))/w;

donde R e | son las partes real e imaginaria de la funcién de respuesta frecuencial y
ATAN2 es la funcion arco tangente definida sobre (-p, p). Esta forma de calcular el
desfase es mas apropiada que la forma algebraica directa para las oscilaciones de
periodo inferior al cero de la funcién. El Grafico 4 ensefia que la suma 1+B’ retrasa
un mes las oscilaciones de mas de 4 meses pero, para oscilaciones de periodo infe-
rior, la salida posee un adelanto que decrece cuando aumenta la frecuencia del
input.

En la literatura de proceso de sefiales digitales los filtros como el 1+B* se conocen
como filtros de corte (notch filter): son aquellos que contienen uno o mas profundos
cortes 0 muescas en su funcién de ganancia. Si el filtro introduce ceros uniforme-
mente espaciados en el eje de frecuencias, como el sumador estacional S(B), se
denominan filtros en peine (comb filters). Para introducir un cero en el periodo p
(frecuencia 2p/p) se utiliza el filtro de medias mdviles.

2P L%

M(B) = (1- e "B)(1- e °B)=1- 2cos(2—§)B+ B2

gue produce los filtros componentes de S(B) dando a p los valores 2,4, 3, 4, 6y 12.
Para p=2 basta con un MA(1):

2p

1-e PB=1+B: €° =-1:

Como sefalan Proakis y Manolakis (1992), el problema con los filtros de corte o en
peine de medias moviles reside en que el corte posee un ancho de banda excesiva-
mente grande, lo que significa que otros componentes de frecuencias préximas a la
de corte se atentian excesivamente.

El operador autoregresivo 1/(1+c°B?) se comporta de forma opuesta, acentuando
las oscilaciones de cuatro meses. La ganancia del filtro es muy pequefia salvo en las
proximidades del cero estacional, en donde crece muy rapidamente, como puede
verse en el Gréfico 3. Este rapido crecimiento de la ganancia ilustra la ventaja de las
funciones racionales frente a los polinomios: los filtros autoregresivos pueden poseer
bandas de transicion muy estrechas.



Su desfase es casi de la misma magnitud que el del sumador, pero con signo positi-
vo en las oscilaciones de méas de 4 meses: la salida experimenta un adelanto proxi-
mo a la unidad.

En el campo de los filtros digitales, un filtro como el 1/(1+c°B%) se denomina reso-
nador digital por la amplificacion que introduce sobre una frecuencia concreta. Son
filtros pasabanda de dos polos complejos conjugados situados cerca, pero en el inte-
rior, del circulo unidad: uno en la frecuencia 2p/p y otro en la frecuencia -2p/p.
Su funcion de transferencia es:

K _ K

i 2p 2p

H(B) = >
(1_ ce P B)(l- ce P B) 1- 2CCOS(?)+CZB2

; 0<c<y

donde k es una constante de normalizacién que asegura que la funciéon de ganancia
en el periodo p sea la unidad.

El producto de un filtro de corte por un resonador digital sobre la misma frecuencia
tiene un cero o embudo estacional muy estrecho, dejando inalterado el resto del eje
frecuencial, como puede verse en el Grafico 3. La boca del embudo se cierra con-
forme se aproxima c a la unidad, reduciéndose el drenaje de varianza ocasionado
por la desestacionalizacién. A menor ¢, mayor es la boca del embudo y mayor la ac-
cién desestacionalizadora.

El desfase del producto es practicamente constante para todas las frecuencias, salvo
en el cero estacional y su magnitud muy préxima a 0. Para ¢® = 0,96 (e =-0,8),
el retraso de la salida es de 0,02 meses y para c*=0,8 el retraso es de 0,11 meses.

Como esta misma compensacion de ganancias y desfases se produce para cada
término o ARMA estacional, el filtro producto de los 6 ultimos términos es el desesta-
cionalizador sin desfase que se presenta:

1+B 1+B? 1+B+B? 1- B+B? 1+ /3B + B2
1+cB 1+c’B? 1+cB+c?B%2 1- cB+c°B? 1+ c+/3B + c2B?

1- J3B+B?  1+B+.+B* 5 1-B? 1-cB
1- cy/3B+c?B? ~ 1+cB+..+c'B™ g Jgi 1-B 1-c"B®

j=0

La actuacion de los componentes MA y AR se presenta en los Gréaficos 5y 6 en tér-
minos de ganancia y desfase temporal, respectivamente.

El desestacionalizador ARMA(11,11) que se presenta es, por tanto:



1+B+B*+.+B" a_1+c+...+c11_

D(B)=a By c?r?r. +cigt’ 27 1o

asegurando el pardmetro a que la ganancia en la frecuencia 0 sea la unidad:
11
é g iw
j=0
Dwy=a——— =1 para w=0,;
acem™

j=0

Las funciones de ganancia y desfase temporal se presentan en el Gréfico 7.

GRAFICO 7
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3. EXTENSIONES.

Existen dos desarrollos que pueden tener utilidad en la blisqueda de una desesta-
cionalizacién 6ptima o que reduzca al maximo la accidn desestacionalizadora:

a) Realizar un test previo de estacionalidad para cada periodo estacional,
como se hace en Melis (1989), y eliminar los términos innecesarios de la fac-
torizacion. Si el periodograma de la serie no presenta estacionalidad en el pe-
riodo 12 (existe un ejemplo en la referencia citada) el filtro se reduce a un
ARMA(9,9) de pardmetros (antes de aplicar la normalizacion):

MA

AR

J3+1
J3+3

243+3
2./3+4
2J/3+4
2J3+3
V3+3
V3+1

1

¢(v3+1)

c*(v3+3)
c3(24/3+3)
c*(2J3+4)
c®(24/3+4)
c®(243+3)
c'(W3+3)
c*(W3+1)

C9

b) Utilizar el test previo de estacionalidad para fijar el parametro c, en funcion
del maximo ratio estacionalidad/ruido. A mayor y mas ancho pico estacional,
mas debe abrirse el embudo estacional y menor debe ser c.

Si se desea, ademas, introducir un cero en una frecuencia concreta, como la corres-
pondiente a 2,872 meses que es el alias del ciclo semanal en series mensuales (ver
Melis (1992)), puede construirse el término ARMA correspondiente y afiadirlo como

un factor mas a la expresion del desestacionalizador.

El ciclo semanal tiene un periodo:

7

7

p

T (4*365+1)/48 304375

meses




Para introducir un cero en este periodo, y en su alias de 2,872 meses, se emplea el
filtro:

.2p .2p

2P .i2P 2 11
(1- € PB)1- e PB)=1- 2cos(?p)B+ B? = 1+29en(5—6p)B+BZ ;

con p=7/304375

Y para estrechar el ancho embudo que este MA(2) introduce en el periodo 2,872, se
multiplica por el resonador digital AR asociado:

11p

1+2sen— B+B?
56

11p

1+2csen—— B+c%B?
56

Este operador ARMA(2,2) introduce un cero en el periodo 2,872, tanto mas selectivo
0 estrecho cuanto mayor es ¢ y con un desfase despreciable (-0,03 meses para
c=0,96). Al calcular la funcion de ganancia para verificar la afirmacién debe asegu-
rarse que el periodo citado sea uno de los calculados.



ANEXO. EL DESFASE EN LAS MEDIAS MOVI-
LES UNILATERALES.

Los filtros de medias moviles de pesos simétricos que se generan por procedimien-
tos minimocuadraticos llevan asociados una familia de filtros asimétricos generados
en el proceso de minimos cuadrados. Estos filtros asimétricos tienen menor desfase,
pero una funcion de ganancia poco eficiente.

1. Filtros obtenidos por aproximacion polinomial.

La sefial se obtiene sustituyendo el valor central de cada tramo de longitud T=2m+1
por el punto central del polinomio ajustado a los T valores. Si el polinomio es una
parabola, llamando X al tramo seleccionado y C a la sefial de ciclo-tendencia, se tie-
ne:

X, =C +e ; C =a,+at+a,t’; t=12,..T;

En notaciéon matricial;

1
=

MD:D> (D> D> (D> (D~

X=C+e=Ra+e C=Ra

=
- .
—

N

El estimador minimocuadrético de a es:
a=(RR''RX;

De forma que, el vector C de ciclo-tendencia es:
C=RA=R(RR) 'R X = MX;

La fila central de M (o la media de las centrales si T es par) es el filtro simétrico y las
restantes filas constituyen la familia asociada de filtros unilaterales. La suma de los
pesos de cada fila (y columna) es la unidad. Ajustando una recta a tramos de tres
observaciones se obtiene:

éCt-zg é5/6 2/6 - 1/6@éxt-2l;|
e u e ue u
(?Ct_lq: & 1/3 1/3 1/3 qéxt_lq
EC, H &81/6 2/6 5/6HE X, H



Puede comprobarse que la tercera fila es un filtro de desfase practicamente nulo en
las bajas frecuencias. Para T=12 la media de las filas centrales es la media moévil de
12 términos.

Los graficos 1 y 2 que acompafian al Anexo corresponden a filtros generados con
T=13 y una parabola.

Resultados de interés para estos filtros obtenidos por regresion minimocuadratica
sobre funciones del tiempo son:

El aumento del grado del polinomio ajustado eleva el grado de tangencia de la fun-
cién de respuesta frecuencial en el origen. (Hamming, 1977, cap.3).

Parabolas y cubicas proporcionan el mismo filtro central pero distintos asimétricos.

2. Minimos cuadrados bayesianos.

Si el modelo para la sefial no es polinomial sino autoregresivo, el planteamiento es
distinto y conduce a minimos cuadrados bayesianos:

X,=C, +e ; (1- B)"C, =¢, ;t=12,...T,

En este caso, la descomposicion de la serie en sefial y ruido exige minimizar:

T T
] ]

a (Xt - Ct)2+k2 a [(1' B)mCt]2

t=1 t=m+l

Este planteamiento, formulado originalmente por Wittaker y Henderson en los afios
1919-1924 expresa el problema de la descomposicion como un compromiso entre la
bondad del ajuste o fidelidad al dato observado y la suavidad o fidelidad al modelo.
El valor del parametro K refleja el compromiso.



EL DESFASE DE LOS FILTROS DE MEDIAS MOVILES

1. REGRESION PARABOLICA T=13:GANANCIA

2.1. REGRESION PARABOLICA T=13:DESFASE

16
14
1,2
1,0
0,8
0,6
0,4
0,2
0,0

I R UNILATERAL
SIMETRICO  |__|
\ N4 A . - N RN v
INF 12,0 6,0 40 3,0 2,4 2,0

3. REGRESION BAYESIANA T=13, m=3,K=1:GANANCIA
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INF 120 60 40 30 24 20

1,2

4. REGRESION BAYESIANA T=13, m=3, K=1:DESFASE
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038 2,0
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0,6 0,0 4
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04 \ 2,0
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0,0 : : : : : 6,0 A : : : :
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5. FILTROS DE HENDERSON T=13 : GANANCIA 5. FILTROS DE HENDERSON T=13 : DESFASE
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. \ 20 Al '
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1,0 4 -
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INF 12,0 6,0 4,0 3,0 2.4 2,0 INF 12,0 6,0 4,0 3,0 2,4 2,0




En la aproximacion de Akaike (1980) el problema se resuelve por minimos cuadrados
bayesianos.

éexXu él u_ éeu _
A 0= 6 (Ctau; X=AC+e ;D=(I-B)";
g0l Gl " &

donde | es la matriz unidad de tamafio T y B es la expresion matricial del operador
de retraso. Para m=3 las T-3 ultimas filas de la matriz D son:

&1 3 -3 1 0 . Ou
é a
é. : R
é-O 0 1 3 -3 1:
e - - u

Las tres primeras filas pueden adoptar las formas:

éa 0 O . Ou él 0 O Ou
é U T . . é U
é-b b 0 . Oacona—b—c—0,001,ob|en é-3 1 0 Oq
gc -2c c . 0g g3 -3 1 . 0f

La primera es la disposicion de Akaike y se emplea para la obtencion de los filtros
por minimos cuadrados bayesianos. La segunda se emplea para la generacion de
los filtros de Henderson porque proporciona la mejor aproximacion a los pesos publi-
cados en el manual del X11.

La solucién es:
C=a u [ kD]lj- e 3: (I +k?D'D)"* X = MX
@Du o &DHEog

De nuevo, la fila central de M proporciona el filtro simétrico y las restantes forman la
familia asociada de filtros asimétricos de menor fase. Los graficos 3 y 4 correspon-
den a filtros generados con T=13, k=1 y m=3.

En las aplicaciones préacticas de estos filtros el parametro se selecciona (entre un
conjunto prefijado de antemano) minimizando el criterio de informacién de Akaike;

ABIC(K) = TIn(X|[g]?) +In[k?D'D + 1| - Inlk’D'D|; |[e|f=ee=[X- AC]'[X - AC];

donde |M| es el determinante de M.



3. Minimos cuadrados condicionados: Medias de Henderson.

El vector W=[wy,Wy,..., W,...,wy] €s un filtro de Henderson si:

a) Su tercera diferencia (1-B)*w, tiene norma minima.
|In|[* minima ; h = (1 - B)*W=DW; ||h|]* =W D'DW;

b) Es invariante frente a las cubicas.

ig . N U
|- é w;P,_; filtro simetrico N = 2m+1;|;
P =a,+at+a,t” +a,t’="" 3 y
+ a w,P_; filtro unilateral '
j=0

La invarianza frente a las cubicas implica:

aw =1 & jw,=0;Q j*w,=0; Q j’w, = 0;
, , j

i i i

Si el filtro es simétrico W, =W ; ] =12,..,m; y se cumplen las igualdades se-

gunda y cuarta. La condicidon de invarianza, expresada matricialmente es en este
caso:

é1 1 1 1 1oéw, o &l
é ., u &

g0 0 0 -1 0w &

€0 01 . -1 0 OGw, U_ &

é v u=éu; RW=r;
¢ e -0 e

90 10-1 OL,gNN-ll:I g)[il

é , ,8

gm 101 maewy o &

el 11 1 ély

u u

red 12 N-1g. =&
@12 . (N-pu e
0 1 2° . (N-1° o4



Se trata, por tanto, de minimizar W'D’'DW sujeto a RW=r.

FW,1)=W'D'DW+21 '(RW-r) min.

iTF _ . U

fq ~20PWHRI =00 DDWHRI =0 &'D RuaNy_ ol
| | _ -
11111_|F:(R\N_r)0 E i RW =T §R oggl g &t
|

El vector W buscado esta formado por los N primeros elementos del vector:

D Ry’
§R of &f

Los Gréficos 5y 6 del Anexo corresponden a los filtros de Henderson asi generados.
El filtro simétrico es muy proximo al que aparece en el manual del X11. El filtro uni-
lateral que publica el X11 tiene s6lo 7 elementos pero su desfase para las bajas fre-
cuencias también es practicamente nulo.
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