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Tema 1

Fenomenos aleatorios. Conceptos de probabilidad. Propiedades. Indepen-
dencia de sucesos. Teorema de Bayes.

1.1 Historia de la probabilidad

El azar y la incertidumbre han condicionado desde siempre la vida y el comportamiento de los
seres humanos. Las variaciones en el clima y su impacto en el abastecimiento de los alimentos
han obligado desde el principio al hombre a esforzarse por reducir la incertidumbre y sus efectos.
Los juegos de azar tienen también una larga historia; recordemos, por ejemplo, que inmediata-
mente después de crucificar a Cristo, los soldados se jugaron su tunica a los dados.

Se admite que la correspondencia, a mediados del siglo XVII, entre Antoine Gombaud, caba-
llero de Méré (1607-1684) y Blaise Pascal (1623-1662), sobre el reparto del dinero apostado
al principio de una partida que es repentinamente interrumpida, marca el origen del estudio
de lo que hoy conocemos como teoria de la probabilidad. A su vez, Pascal introdujo a otro
matematico Pierre Fermat (1601-1665) en el reto de resolver el problema que verosimilmente
estaba relacionado con la ilegalidad de las partidas en aquella época. No obstante, algunas
probabilidades numéricas para ciertas combinaciones de resultados de dados ya habian sido
calculadas por Girolamo Cardano (1501-1576) y por Galileo Galilei (1564-1642). La teoria de
probabilidad ha sido constantemente desarrollada desde el siglo XV I/ y ampliamente aplicada
en diversos campos de estudio. Hoy, la teoria de la probabilidad es una herramienta importante
en la mayoria de las dreas de ingenieria, ciencias y administracion.

1.2 Interpretaciones de la probabilidad

Ademads de muchas aplicaciones formales de la teoria, el concepto de probabilidad aparece en
nuestra vida y en nuestras conversaciones cotidianas. Pero a pesar de que dicho concepto es una
parte tan comun y natural de nuestra experiencia, no existe una tnica interpretacion cientifica del
término probabilidad aceptada por todos los estadisticos, filésofos y demads autoridades cientificas.
A través de los afios, cada interpretacion propuesta por unos expertos ha sido criticada por otros.
De hecho, el verdadero significado de la probabilidad es todavia un tema muy conflictivo
y surge en muchas discusiones filoséficas actuales sobre los fundamentos de la estadistica.
Describiremos aqui tres interpretaciones diferentes de la probabilidad antes de introducir mas
adelante, la definicién axiomadtica, la mas cominmente aceptada.

1.2.1 La interpretacion frecuentista de la probabilidad

En muchos problemas, la probabilidad de obtener algin resultado especifico de un proceso puede
ser interpretada en el sentido de la frecuencia relativa con la que se obtendria ese resultado, si
el proceso se repitiera un nimero grande de veces en condiciones similares. Por ejemplo, la
probabilidad de obtener una cara cuando se lanza una moneda equilibrada es considerada %

1



1.2. Interpretaciones de la probabilidad 2

debido a que la frecuencia relativa de caras deberia ser aproximadamente % cuando la moneda
es lanzada un ndmero grande de veces en condiciones similares. En otras palabras, se supone
que la proporcién de lanzamientos en los que se obtiene una cara seria aproximadamente %

Esté claro que las condiciones mencionadas en este ejemplo son muy vagas para servir como base
de una definicion cientifica de probabilidad. En primer lugar, se menciona un “nimero grande”
de lanzamientos de la moneda, pero no hay una indicacion clara del nimero especifico que podria
considerarse suficientemente grande. En segundo lugar, se afirma que los lanzamientos deberian
tener lugar “en condiciones similares”, pero estas condiciones no se describen con precision. Las
condiciones en las cuales se lanza la moneda no pueden ser completamente idénticas para todos
los lanzamientos porque entonces los resultados serian todos iguales y se obtendrian s6lo caras o
s6lo cruces. Consecuentemente, los lanzamientos no deben ser completamente controlados sino
que deben tener algunas caracteristicas “aleatorias”.

2

Se afirma, ademads, que la frecuencia relativa de caras seria “aproximadamente 5> Pero no
se especifica un limite para la variacién posible respecto del valor % Si una moneda fuera
lanzada 1,000,000 de veces, no esperariamos obtener exactamente 500,000 caras. En realidad,
nos sorprenderiamos mucho si obtuviéramos exactamente 500,000. Por otro lado, tampoco
esperariamos que el nimero de caras distara mucho de 500,000. Seria deseable poder hacer una
afirmacidn precisa de las verosimilitudes de los diferentes nimeros posibles de caras, pero estas
verosimilitudes dependerian necesariamente del mismo concepto de probabilidad que estamos
intentando definir.

Otro inconveniente de la interpretacion frecuentistas de la probabilidad es que sélo puede
utilizarse para un problema en el que pueda haber, al menos en principio, un nimero grande de
repeticiones similares de cierto proceso. Muchos problemas importantes no son de este tipo. Por
ejemplo, la interpretacion frecuentista de la probabilidad de que una determinada central nuclear
falle.

1.2.2 La interpretacion clasica de la probabilidad

La interpretacion clésica de la probabilidad, Laplace (1749-1827), esta basada en el concepto
de resultados igualmente verosimiles. Por ejemplo, cuando se lanza una moneda existen dos
resultados posibles: cara o cruz. Si se puede suponer que la ocurrencia de estos resultados
es igualmente verosimil, entonces deben tener la misma probabilidad. Puesto que la suma de
las probabilidades debe ser 1, tanto la probabilidad de una cara como la probabilidad de una
cruz debe ser % Generalizando, si el resultado de algun proceso debe ser uno de n resultados
diferentes, y si estos n resultados son igualmente verosimiles, entonces la probabilidad de cada

resultado es %

Dos dificultades basicas aparecen cuando se intenta desarrollar una definicién formal de proba-
bilidad desde la interpretacion clasica. En primer lugar, el concepto de resultados igualmente

verosimiles se basa en esencia en el concepto de probabilidad que estamos tratando de definir.
Afirmar que dos resultados posibles son igualmente verosimiles es lo mismo que afirmar que

Tema 1. Fenémenos aleatorios. Conceptos de probabilidad. Propiedades. Independencia de sucesos. Teorema de
Bayes.



1.3. Experimentos y sucesos 3

los resultados tienen la misma probabilidad. En segundo lugar, no se proporciona un método
sistemdtico para asignar probabilidades a resultados que no sean igualmente verosimiles. Cuando
se lanza una moneda o se arroja un dado equilibrado o se escoge una carta de una baraja bien
mezclada, los diferentes resultados posibles pueden, en general, ser considerados igualmente
verosimiles debida a la naturaleza del proceso. Sin embargo, cuando el problema es predecir si
una persona se casard o si un proyecto de investigacion tendré éxito, los resultados posibles no
suelen considerarse igualmente verosimiles, y es necesario un método diferente para asignar
probabilidades a estos resultados.

1.2.3 La interpretacion subjetiva de la probabilidad

De acuerdo con ella la probabilidad que una persona asigna a cada uno de los posibles resultados
de un experimento viene dada por su propio juicio sobre la verosimilitud de cada resultado. Si
los juicios de la persona acerca de estas verosimilitudes relativas a diversas combinaciones de
resultados satisfacen ciertas condiciones de consistencia, puede demostrarse que las probabilida-
des subjetivas de los diferentes sucesos quedan determinadas de forma unica. Las dificultades
asociadas con esta perspectiva son dos: parece humanamente dificil asumir que los juicios de una
persona sobre un nimero infinito de sucesos estén libres de contradicciones internas; por otro
lado, no se dan claves para que dos o mds personas que trabajan juntas tengan juicios consistentes
entre ellas.

1.3 [Experimentos y sucesos

La teoria de la probabilidad tiene que ver con los diversos resultados posibles que podrian
obtenerse y los posibles sucesos que podrian ocurrir cuando se lleva a cabo un experimento
aleatorio. El término “experimento” se utiliza en la teoria de la probabilidad para describir
cualquier proceso cuyos resultados no se conocen de antemano con certeza. A continuacion se
presentan algunos ejemplos de experimentos:

i) En un experimento en el cual una moneda ha de ser lanzada 10 veces, el experimentador podria
estar interesado en determinar la probabilidad de obtener al menos 4 caras.

ii) En un experimento en el cual va a seleccionarse una muestra de 1.000 transistores de un
gran cargamento de articulos similares y en el que se inspeccionard cada articulo seleccionado,
una persona podria estar interesada en determinar la probabilidad de que no mds de uno de los
transistores seleccionados sea defectuoso.

iii) A partir de informacién de la vida de Einstein, alguien podria desear establecer la probabili-
dad de que naciera en el afio 1915.

Tema 1. Fenémenos aleatorios. Conceptos de probabilidad. Propiedades. Independencia de sucesos. Teorema de
Bayes.



1.4. Teoria de conjuntos 4

1.4 Teoria de conjuntos

1.4.1 Espacio muestral

El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento se llama espacio muestral del
experimento. El lenguaje y los conceptos de la teoria de conjuntos proporcionan un contexto
natural para el desarrollo de la teorfa de probabilidad. A continuacidn se revisan ideas basicas de
la teoria de conjuntos.

1.4.2 Relaciones de la teoria de conjuntos

Sea Q el espacio muestral de un experimento aleatorio. Se dice que cualquier resultado posible
o del experimento es un miembro del espacio o que pertenece al espacio Q. La afirmacion de
que @ es un miembro de  se denota simbdlicamente por ® € Q.

Cuando se ha llevado a cabo un experimento y se dice que ha ocurrido un suceso, lo que se afirma
es que el resultado del experimento satisfizo ciertas condiciones que especifican ese suceso. En
otras palabras, algunos resultados del espacio € indican que el suceso ocurrid, y los restantes
resultados de  indican que el suceso no ocurrid. De acuerdo con esta interpretacion, cualquier
suceso puede ser considerado como un subconjunto de posibles resultados del espacio €.

Ejemplo 1.1: Se lanza un dado de seis caras. El espacio muestral contiene los seis nimeros 1, 2,
3,4, 5y 6. Simbdlicamente, se escribe

Q=1{1,2,3,4,5,6}.
El suceso S; de obtener un nimero par esta definido por el subconjunto
S1={2,4,6}.
El suceso S, de obtener un nimero mayor que 2 estd definido por el subconjunto

S, ={3,4,5,6}.

Se dice que el suceso S; esta contenido en otro suceso S, si cada resultado que pertenece al
subconjunto que define el suceso S; pertenece al subconjunto que define el suceso S;. Estda
relacion entre dos sucesos se expresa simbdlicamente mediante S; C S,. La relaciéon 1 C S5 se
expresa diciendo que S; es un subconjunto de S,. Equivalentemente, si S; C S5, puede decirse
que S contiene a Sy y escribir S, O §.

Ejemplo 1.2: Volvamos al ejemplo anterior, donde se lanzaba un dado un dado de 6 caras.
Supongamos que S es el suceso de obtener un nimero par y S3 es el suceso de obtener un
nimero mayor que 1. Puesto que S| = {2,4,6} y S3 = {2,3,4,5,6} resulta que S| C Ss.

Obsérvese que S C Q para cualquier suceso S.
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Si dos sucesos S1 y 7 son tales que S| C S y S C Sy, resulta que S y S> deben contener
exactamente los mismos puntos. En otras palabras §; = $>.

Si Sy, 52 y §3 son tres sucesos tales que S| C S3 y 5> C S3, entonces resulta que S1 C S3.

1.4.3 El conjunto vacio

Algunos sucesos son imposibles. Por ejemplo, cuando se lanza un dado, es imposible obtener
un nimero negativo. De ahi que el suceso de obtener un nimero negativo se defina como el
subconjunto de  que no contiene resultados. Este subconjunto de Q, se llama conjunto vacio, y
se denota por el simbolo 0.

1.4.4 Operaciones de la teoria de conjuntos

Union. Si A y B son dos sucesos cualesquiera, la unién de A y B se define como el suceso que
contiene todos los resultados que pertenecen s6lo a A, s6lo a B o a ambos, A y B. La notacion de
launionde Ay Bes AUB.

Para cualesquiera sucesos A, B'y C, la union tiene las siguientes propiedades:

i) AUB = BUA.
ii) AUA = A.
i) AUQ = A.
V) AUQ = Q.

v) Si A C B, entonces AUB =B
vi) AUBUC = (AUB)UC =AU (BUC) = (AUC)UB.

Interseccion. Para sucesos A y B cualesquiera, la interseccion de A y B se define como el suceso
que contiene todos los resultados que pertenecen a ambos, A y B. La notacién de la interseccion
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de Ay Bes ANB. A menudo es conveniente denotar la interseccién de A y B por el simbolo AB
en lugar de AN B, y usaremos indistintamente estos dos tipos de notacion.

Para cualesquiera sucesos A, B 'y C, la interseccion tiene las siguientes propiedades:

i) ANB=BNA.
i) ANA = A.
iil) ANO = 0.
V) ANQ=A.

v) SiA C B,entonces ANB=A
vi) ANBNC = (ANB)NC =AN(BNC) = (ANC)NB.

Suceso complementario. El suceso complementario de un suceso A cualquiera se define como
el suceso que contiene a todos los resultados del espacio muestral Q que no pertenecen al suceso
A. La notacién para el suceso complementario al suceso A es A.
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Sucesos disjuntos. Se dice que dos sucesos A y B cualesquiera son disjuntos, 0 mutuamente
excluyentes, si A y B no tienen resultados en comun. Entonces, A y B son disjuntos si, y sélo si,
ANB=0.

Leyes de Morgan. Dados dos sucesos A y B en un espacio muestral, se tiene que,

iyAUB=AnNB.

ii) ANB=AUB.

1.5 Definicion axiomatica de probabilidad

Se presenta a continuacion la definicién matematica o axiomética de la probabilidad, introducida
por el matemético ruso Andréi Kolmogdrov en 1933. Para ello necesitamos introducir el concepto
de o-dlgebra sobre un conjunto.

Definiciéon 1.1: Dado un conjunto Q llamaremos o —algebra sobre Q, notada 6(Q) a cualquier
familia de subconjuntos de Q que verifique:

)0eo(Q).

ii) VA,B€ 0(Q) =AUB € c(Q).

iii) VA€ 6(Q) = A € 6(Q).

Definicion 1.2 (axiomatica de probabilidad): Dado el espacio muestral Q de un experimento
aleatorio y o (Q2) una o-dlgebra sobre  llamaremos probabilidad sobre Q a cualquier funcién
P definidaen o (Q) ty que asigna a cada S € ¢(Q) un valor P(S) € [0, 1] satisfaciendo:

i) La probabilidad del suceso seguro es igual a 1, es decir, P(Q) = 1.
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ii) Si dos sucesos son disjuntos, la probabilidad de que uno u otro ocurra es la suma de sus
probabilidades individuales. De hecho, se supondrd que esta propiedad aditiva de la probabilidad
es cierta también para cualquier nimero finito de sucesos disjuntos y atn para cualquier sucesion
infinita de sucesos disjuntos. Es decir, para cualquier sucesion infinita de sucesos disjuntos A1,
Ao, ...

P(Ulo-ozlAi) = iP(Ai>-

i=1

Alaterna (Q,0(Q),P) se le denomina espacio de probabilidad.

1.5.1 Consecuencias de la definicion de probabilidad

Se presentardn ahora varias consecuencias importantes de los axiomas anteriores.

Proposicion 1.1: Sea (Q,5(Q), P) un espacio de probabilidad. Entonces,
i) P(0) =0.

ii) Para cualquier sucesion finita de n sucesos disjuntos Ay,..., A,

n

P( U?:l Al’) = Z P(Ai>.
iii) Para cualquier suceso A,
iv) Si A C B, entonces

v) Para dos sucesos cualesquiera A y B,

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Demostracion:

i) Considérese la sucesion infinita de sucesos Ay, A»,... tales que A; = @ parai = 1,2, ..., de forma
que cada uno de los sucesos es exactamente igual al conjunto vacio. Se trata de una sucesion de
sucesos disjuntos, puesto que 0N O = 0. Ademas, U~ ;A; = 0. Por tanto, por el segundo axioma
resulta que:

P(0) = P(UZ,A)) ZP ZZ ().
i= i=1

Esta ecuacién afirma que cuando el nimero P(0) se suma repetidamente en una serie infinita, la

suma de esa serie es simplemente el nimero P(0). El tnico nimero real con esta propiedad es
P(0) =0.
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ii) Considérese la sucesion finita de sucesos Aj, Ay, en la cual Ay,...,A, son las n sucesos
disjuntos dados y A; = @ para i > n. Entonces los sucesos en esta sucesion finita son disjuntos y
N A; = N, A;. Por tanto, utilizando el resultado i),

ot n

P(UL1A) =P(UZ1A) = Y P(A) =) P(A) + i P(A) =Y P(A)+0= iP(Ai)-

i=1 i=1 i=n+1 i=1

iii) Puesto que A y A son sucesos disjuntos y AUA = Q, se deduce del ii) que

P(Q) = P(A) + P(A).

Puesto que P(Q) = 1, entonces P(A) =1 — P(A).

iv) Como se ilustra en la siguiente figura, el suceso B puede ser tratado como la unién de los
dos sucesos disjuntos A y BNA. Por tanto, P(B) = P(A) + P(BNA). Puesto que P(BNA) >0,
entonces P(B) > P(A).

v) Como se ilustra en la siguiente figura,
AUB=(ANB)U(ANB)U(ANB).

Puesto que los tres sucesos de la parte derecha de esta ecuacion son disjuntos, se deduce de if)
que
P(AUB) =P(ANB)+P(ANB)+P(ANB).

Ademas, en la siguiente figura también se ve que

P(A)=P(ANB)+P(ANB)

P(B)=P(ANB)+P(ANB).
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El resultado v) es consecuencia de estas relaciones.

1.6 Probabilidad condicional

Supdngase que se realiza un experimento cuyo espacio muestral de resultados es € y también
que se han especificado las probabilidades para todos los sucesos de la o-dlgebra. Se estudiara
ahora la forma en que cambia la probabilidad de un suceso A cuando se sabe que otro suceso B
ha ocurrido. Esta nueva probabilidad de A se denomina probabilidad condicional del suceso A
dado que el suceso B ha ocurrido. La notacién para esta probabilidad condicional es P(A|B). Si
se sabe que un suceso B ha ocurrido, entonces se sabe que el resultado del experimento es uno
de los incluidos en B. Por tanto, para evaluar la probabilidad de que A ocurra, se debe considerar
el conjunto de los resultados incluidos en B que también implican la ocurrencia de A. Como se
representa a continuacion, este conjunto es precisamente el conjunto A N B.

Tema 1. Fenémenos aleatorios. Conceptos de probabilidad. Propiedades. Independencia de sucesos. Teorema de
Bayes.



1.7. Sucesos independientes 11

Resulta, por tanto, natural definir la probabilidad condicional P(A|B) como la proporcién de
la probabilidad total P(B) representada por la probabilidad P(A N B). Estas consideraciones
conducen a la siguiente definicion.

Definicion 1.3: Sea (Q, (), P) un espacio probabilistico y sean A y B son dos sucesos cuales-
quiera de () con P(B) > 0, entonces,

P(ANB)

PIAIB) = 5

La probabilidad condicional P(A|B) no esta definida si P(B) = 0, dado que no tiene sentido
condicionar a algo imposible.

La probabilidad condicional P(A|B) tiene una interpretacion sencilla desde el punto de vista
de la concepcidn frecuentista de la probabilidad. En efecto, de acuerdo con esa interpretacion,
si un proceso experimental se repite un niumero grande de veces, entonces la proporcion de
repeticiones en las cuales el suceso B ocurre es aproximadamente P(B) y la proporcién de
repeticiones en las cuales el suceso A y el suceso B ocurren es aproximadamente P(A N B). Por
tanto, entre las repeticiones en que el suceso B ocurre, la proporcion de repeticiones en que
también ocurre el suceso A es aproximadamente igual a

P(ANB
P(A|B) = g
P(B)
Ejemplo 1.3: Supdéngase que se han lanzado dos dados y que se ha observado que la suma de
los dos nimeros ha sido impar. Se determinara la probabilidad de que haya sido menor que 8.

Si se define A como el suceso “la suma es menor que 8” y B como suceso de que “la suma es

impar”, entonces A N B es el suceso de que “la suma es 3, 5 6 7”. Las probabilidades respectivas
.2 4 6

de suma 3,5y 7 son: 36> 36 Y 36+

A partir de estas probabilidades se calcula P(ANB) y P(B) como sigue:

P(AﬂB)—2+4+6—l
36 36 36 3

y
2 4 6 4 2 18 1
PB - st - - —_— = — = —.
(B) 36+36+36+36+36 36 2
Por tanto,
P(ANB 2
p(A|B):&:_,
P(B) 3

1.7 Sucesos independientes

Supdngase que dos sucesos A y B ocurren independientemente uno del otro, en el sentido de
que la ocurrencia, o no ocurrencia de cualquiera de ellos no tiene relacion ni influye sobre la
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ocurrencia, o no ocurrencia del otro. Entonces P(A|B) = P(A). Puesto que, por definicién la

P(A|B) =~ ;,A(gf ), para sucesos independientes se tiene,

P(ANB) = P(A)P(B).

Este resultado se puede justificar facilmente desde el punto de vista de la interpretacion fre-
cuencialista de la probabilidad. Por ejemplo, supdngase que A es el suceso de obtener una cara
cuando se lanza una moneda equilibrada y B es el suceso de obtener el nimero 1 o el nimero 2
al lanzar un dado equilibrado. Entonces, el suceso A ocurrird con una frecuencia relativa de % al
lanzar la moneda repetidamente y el suceso B ocurrird con una frecuencia relativa de % al lanzar
el dado repetidamente. Por tanto,

Considérese ahora un experimento compuesto en el cual la moneda y el dado son lanzados
simultdneamente. Si el experimento se realiza repetidamente, entonces la frecuencia relativa del
suceso A, en el cual se obtiene una cara, sera % Puesto que los resultados de la moneda y los
resultados del dado no estén relacionados, es razonable suponer que entre los dos experimentos
en los que el suceso A ocurre, el suceso B en el que se obtiene el niimero 1 o el nimero 2 tendra
una frecuencia relativa de % De aqui que, en una sucesion de experimentos compuestos, la
frecuencia relativa con que ocurren A y B simultineamente serd % . % = %. Por tanto, en este

experimento,

1 11
6 23
Estas relaciones se pueden justificar también mediante la interpretacidn clésica de la probabilidad.

P(ANB) = — P(A)P(B).

Existen dos resultados igualmente probables del lanzamiento de la moneda y seis resultados
igualmente probables del lanzamiento de un dado. Puesto que el resultado de la moneda y el
resultado del dado no estdn relacionados, es natural suponer también que los 6x2 = 12 resultados
posibles del experimento compuesto en el cual se lanzan la moneda y el dado son igualmente
probables. En este experimento compuesto serd cierto de nuevo que,

P(ANB) = é = P(A)P(B).

Ejemplo 1.4: Supdéngase que dos maquinas, 1 y 2, de una fébrica funcionan independientemente
una de la otra. Sea A el suceso de que la médquina 1 se estropee durante un periodo determinado de
8 horas y sea B el suceso de que la mdquina 2 se estropee durante el mismo periodo y supongase
que P(A) = % y P(B) = 4—11. Se determinara la probabilidad de que al menos una de las maquinas
se estropee durante ese periodo.

La probabilidad P(A N B) de que ambas mdquinas se estropeen durante ese periodo es,

P(ANB) = P(A)P(B) =
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Por tanto, la probabilidad P(A UB) de que al menos una de las mdquinas se estropee durante ese

periodo es,

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = ~ +

I 1 1
3 4

122
En el ejemplo siguiente se muestra que dos sucesos A y B, que estdn relacionados fisicamente
pueden satisfacer, sin embargo, la definicién de independencia.

Ejemplo 1.5: Supdngase que se lanza un dado equilibrado. Sea A el suceso de obtener un nimero
par y sea B el suceso de obtener uno de los nimeros 1, 2, 3 6 4. Demostraremos que los sucesos
Ay B son independientes.

En este ejemplo, P(A) = % y P(B) = % Ademas, puesto que AN B es el suceso de obtener el
nimero 2 o el nimero 4, P(ANB) = % De aqui que P(ANB) = P(A)P(B). Resulta pues que
los sucesos A y B son independientes, aunque la ocurrencia de cada suceso depende del mismo
lanzamiento del dado.

La independencia de los sucesos A y B del ejemplo 1.4 también se puede interpretar como sigue:
Supdngase que una persona debe apostar sobre si el nimero obtenido al lanzar el dado es par
o impar, es decir, sobre si ocurrird el suceso A. Puesto que tres de los posibles resultados del
lanzamiento son pares y los otros tres son impares, en general, esa persona no tendrd preferencia
entre apostar por un nimero par o apostar por un nimero impar. Supongase también que después
de haber lanzado el dado, pero antes de que la persona se entere del resultado y antes de que
se decida apostar sobre un resultado par o impar, es informada de que el resultado ha sido uno
de los nimeros 1, 2, 3 6 4, es decir, que ha ocurrido el suceso B. Esa persona sabe ahora que
el resultado ha sido 1, 2, 3 6 4. Sin embargo, puesto que dos de estos nimero son pares y los
otros dos son impares, atin no tendrd preferencia entre apostar por un nimero par o apostar por
un nimero impar. En otras palabras, la informacion de que ha ocurrido el suceso B no sirve de
ayuda a la persona que esta tratando de decidir si ha ocurrido el suceso A.

Proposicion 1.2: Si dos sucesos A y B son independientes, entonces los sucesos A y B también
son independientes.

Demostracion: Siempre es cierto que,
P(ANB)=P(A)—P(ANB).
Ademads, puesto que A y B son sucesos independientes,
P(ANB) =P(A)P(B).
Resulta que,
P(ANB) =P(A)—P(A)P(B) = P(A)[1 — P(B)] = P(A)P(B).

Por tanto, los sucesos A y B son independientes.
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Los demostracién del resultado andlogo para los sucesos A y B es similar.

Proposicién 1.3: Si dos sucesos A y B son independientes, entonces los suceso A y B también
son independientes.

Demostracién: P(ANB) = P(AUB) =1—P(AUB).

La primera igualdad se debe a la ley de Morgan. Entonces,

P(ANB) =1—[P(A)+P(B)—P(ANB)] = 1 — P(A) — P(B) + P(A)P(B),

la dltima igualdad por la independencia de los sucesos A y B.
Finalmente P(ANB) = (1 —P(A))(1—P(B)) = P(A)P(B).

Independencia de varios sucesos

La nocién de independencia de dos sucesos se puede extender a cualquier nimero de ellos.
Si k sucesos Ay, ...,Ax son independientes, entonces es natural suponer que la probabilidad
P(A;N...NAyg) de que los k sucesos ocurran es el producto P(A) - - - P(Ax). Ademads, puesto
que los sucesos Ay, ...,A; no estdn relacionados, esta regla de producto deberia cumplirse no
s6lo para lo interseccion de k sucesos, sino también para la intersecciéon de dos cualesquiera de
ellos, o de tres cualesquiera de ellos o de cualquier otro nimero de ellos. Estas consideraciones
conducen a la siguiente definicion.

Definicion 1.4: Los k sucesos Ay, ..., A son independientes si para cada subconjunto A;,, ..., A;;
de estos sucesos (j =2,3,...,k),

P(Ail ﬂ...ﬁAl‘j) = P(Ai1> .. ~P(Aij).

En particular, para que tres sucesos A, By C, sean independientes, deben satisfacerse las cuatro
relaciones siguientes:

P(ANB) = P(A)P(B), P(ANC) = P(A)P(C), P(BNC) = P(B)P(C), (1.1)

P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C) (12)

Ejemplo 1.6: Considérese un experimento en el cual es espacio muestral € contiene cuatro
resultados { @y, @,, 03, w4 } y supdngase que la probabilidad de cada resultado es %. Considérense
los sucesos A, By C definidos como sigue:

A= {wlaa)Z}v

b= {wlva):f}7
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C= {(1)1,(1)4}.
Entonces ANB=ANC=BNC=ANBNC = {w}. Por tanto,
1
P(A)=P(B)=P(C) =5,

1
P(ANB)=P(ANC)=P(BNC)=P(ANBNC) =P({m }) = 7
Resulta que aunque cada una de las tres relaciones 1.1 se verifica, no se cumple la ecuacién 1.2.
Diremos, en este caso, que los sucesos A, B 'y C son independientes por pares, pero los tres no

son independientes.

A continuacidn se presentan algunos ejemplos que ilustran la potencia y el alcance del concepto
de independencia en la solucion de problemas de probabilidad.

Ejemplo 1.7: Supdngase que una méaquina produce un articulo defectuosos con probabilidad
p € 10,1] y produce un articulo no defectuoso con probabilidad ¢ = 1 — p. Supéngase ademads
que se seleccionan aleatoriamente para su control seis de los articulos producidos por la méquina
y que los resultados de control son independientes para estos seis articulos. Se determinara la
probabilidad de que exactamente dos de los seis articulos sean defectuosos.

Se puede suponer que el espacio muestral  contiene todas las configuraciones posibles de
los resultados de control de seis articulos, para uno de los cuales puede ser defectuoso o no
defectuoso. Para j = 1,...,6, se definird D; como el suceso de que el articulo j-€simo en la
muestra sea defectuoso y N; como el suceso de que este articulo no sea defectuoso. Puesto
que los resultados del control de seis articulos distintos son independientes, la probabilidad de
obtener cualquier sucesion concreta de articulos defectuosos o no defectuosos serd simplemente
el producto de las probabilidades individuales de los resultados del control de cada articulo. Por
ejemplo,
P(N1,D>,N3,N4,Ds,Ng) = P(N1)P(D,)P(N3)P(N4)P(Ds)P(Ng)

= qpqqrq = r’q*.

Es facil ver que la probabilidad de cualquier otra sucesion concreta de € formada por dos
articulos defectuosos y cuatro no defectuosos serd también p?g*. Por tanto, la probabilidad
de que en una muestra de seis articulos haya exactamente dos defectuosos se puede obtener
multiplicando la probabilidad p?>q* de cualquier sucesién concreta que contenga dos defectuosos
por el ndmero posible de tales sucesiones. Puesto que hay (g) configuraciones distintas de
dos articulos defectuosos y cuatro no defectuosos, la probabilidad de obtener exactamente dos
defectuosos es (g) P2q*.

Ejemplo 1.8: Partiendo de la hipétesis del ejemplo anterior, se determinara ahora la probabilidad
de que al menos uno de los seis articulos de la muestra sea defectuoso.

Puesto que los resultados del control de los diferentes articulos son independientes, la proba-

bilidad de que los seis articulos sean no defectuosos es ¢°. Por tanto, la probabilidad de que al

menos un articulo sea defectuoso es 1 — ¢®.
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Ejemplo 1.9: Supdngase que se lanza una moneda equilibrada hasta que aparece una cara por
primera vez, y supongase que los resultados de los lanzamientos son independientes. Se determi-
naré la probabilidad p, de que se necesiten exactamente n lanzamientos.

La probabilidad deseada es igual a la probabilidad de obtener n — 1 cruces seguidas y luego
obtener una cara en el siguiente lanzamiento. Como los resultados de los lanzamientos son

independientes, la probabilidad de esta sucesion concreta de n resultados es p, = (%)”

La probabilidad de obtener una cara antes o después (es decir, de no obtener siempre cruces)

es
i _! + ! + ! +..=1
= Pn = 2 4 8 o= 1.

Puesto que la suma de probabilidades p,, es 1, resulta que la probabilidad de obtener una sucesién

infinita de cruces sin obtener nunca una cara debe ser 0.

Ejemplo 1.10: Considérese de nuevo una miquina que produce un articulos defectuoso con
probabilidad p y uno no defectuoso con probabilidad ¢ = 1 — p. Supdngase que el control se
realiza seleccionando articulos al azar y de uno en uno hasta obtener exactamente cinco articulos
defectuosos. Se determinaré la probabilidad P, de que deban ser seleccionados exactamente n
articulos (n > 5) para obtener los 5 defectuosos.

El quinto articulo defectuoso sera el n-€simo articulo controlado si, y sélo si, hay exactamen-
te cuatro defectuosos entre los primeros n — 1 articulos y el n-ésimo articulo es defectuoso.
Siguiendo un razonamiento anédlogo al utilizado en el ejemplo anterior de las médquinas, se
puede demostrar que la probabilidad de obtener exactamente 4 articulos defectuosos y n — 5 no
defectuosos entre los primeros n — 1 articulos es (”11) p*q" . La probabilidad de que el n-ésimo
articulo sea defectuoso es p. Puesto que el primer suceso se refiere inicamente a los resultados
del control de los primeros n — 1 articulos y el segundo suceso se refiere sélo al resultado del
control n-ésimo articulo, estos dos sucesos son independientes. Por tanto, la probabilidad de que
ambos sucesos ocurran es igual al producto de sus probabilidades. Resulta, por tanto, que

1.7.1 Ley multiplicativa para probabilidades condicionales

En un experimento que involucra dos sucesos A y B que no son independientes, a menudo, es
conveniente calcular la probabilidad P(A N B) de que ambos sucesos ocurran utilizando una de
las ecuaciones siguientes:

P(ANB) = P(B)P(A|B)

[@N

P(ANB) = P(A)P(BJA).

Estas expresiones se pueden generalizar al caso de un nimero arbitrario de sucesos Ay, As,..., Ap.
Entonces, P(Al NAyN... ﬂAn) = P(Al)P(A2|A1) . P(A3 |A1 ﬂAz)...p(An|A1 N... ﬂAn,I).

Tema 1. Fenémenos aleatorios. Conceptos de probabilidad. Propiedades. Independencia de sucesos. Teorema de
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Ejemplo 1.11: En una urna hay 8 bolas, tres de ellas blancas, cuatro azules y una roja. Si se
extraen sin remplazamiento sucesivamente tres bolas, la probabilidad de que la primera sea azul,
la segunda sea roja y la tercera blanca es

P(A]ﬂRzﬂBg,)ZP(Al)P(R2|A1)P(B3|A1ﬂRz): ————— = —.

1.8 Teorema de Bayes

El teorema de Bayes, en la teoria de la probabilidad, es una férmula planteada por el matematico
y clérigo inglés Thomas Bayes (1702-1761) y publicada péstumamente en 1763, que expresa
la probabilidad condicional de un evento aleatorio A dado B en términos de la de probabilidad
condicional del evento B dado A y la de probabilidad de A.

En términos mas generales y menos matemadticos, el teorema de Bayes es de enorme relevancia
puesto que vincula la probabilidad de A dado B con la probabilidad de B dado A. Es decir, por
ejemplo, sabiendo la probabilidad de tener dolor de cabeza dado que se tiene gripe, se podria
conocer (si se tiene algiin dato mds), la probabilidad de tener gripe si se tiene un dolor de cabeza.
Muestra este sencillo ejemplo la alta relevancia del teorema en cuestion para la ciencia en todas
sus ramas, puesto que tiene vinculacién intima con la comprension de la probabilidad de aspectos
causales dados los efectos observados.

En el magnifico libro La teoria que nunca murio de Sharon Bertsch McGrayne (2012) se puede
encontrar tanto la historia de la regla de Bayes como un elenco inagotable de aplicaciones en
casos reales.

1.8.1 Probabilidad y particiones

Sea € el espacio muestral de un experimento y considérense k sucesos Ay, ...,A; de Q de forma
que Ay, ...,A; sean disjuntos (o mutuamente excluyentes) y tal que Uf-‘:]A,- = Q, es decir, sean
exhaustivos. Se dice que estos sucesos constituyen una particién de €.

Si los k sucesos Ay,...,Ay constituyen una particion de Q y si B es cualquier otro suceso en
Q, entonces los sucesos A| N B,...,A; N B constituyen una particién de B, como se muestra a
continuacion.

Tema 1. Fenémenos aleatorios. Conceptos de probabilidad. Propiedades. Independencia de sucesos. Teorema de
Bayes.
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Por tanto, se puede escribir
B= (Al ﬂB)U (A2 ﬂB) U...U(AkﬂB).

Ademads, puesto que los k sucesos del lado derecho de esta ecuacién son disjuntos,

k
P(B)=)Y P(A Z P(A;)P(B|A;).
j=1
En resumen, se ha obtenido el resultado siguiente.

Teorema de la probabilidad total: Supongase que los sucesos Ay, ...,A; forman una particion
del espacio Q y que P(A;) > 0 para j = 1,...,k. Entonces para cualquier suceso B de Q,

k

P(B) =Y P(A;)P(BIAj).

j=1

Ejemplo 1.12: Dos cajas contienen cerrojos grandes y cerrojos pequefios. Supongamos que
una caja contienen 60 cerrojos grandes y 40 cerrojos pequenos y que la otra contiene 10 gran-
des y 20 pequefios. Supdngase también que se selecciona una caja al azar y que se extrae un
cerrojo aleatoriamente de la misma. Se determinar4 la probabilidad de que este cerrojo sea grande.

Sea A el suceso de que se seleccione la primera caja; sea A; el suceso de que se seleccione la
segunda caja y sea B el suceso de que se seleccione un cerrojo grande. Entonces
P(B) = P(A1)P(B|A1) + P(A2)P(B|A2).

Puesto que se selecciona una caja al azar, se sabe que P(A]) = P(Ay) = % Ademds la probabilidad

de seleccionar un cerrojo grande de la primera caja viene dado por P(B|A}) = % = 5 y la

Tema 1. Fenémenos aleatorios. Conceptos de probabilidad. Propiedades. Independencia de sucesos. Teorema de
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probabilidad de seleccionar un cerrojo grande de la segunda caja es P(B|A;) = % = % Por

tanto,
7

11
2 3 15

P(B) = %Jr

| =

Ejemplo 1.13: Supdngase que en un juego una persona puede obtener como puntuacién uno de
los 50 nimeros 1, 2,..., 50 y que todos estos nimeros son puntuaciones igualmente verosimiles.
La primera vez que juega, su puntuacion es i. Entonces continua jugando hasta que obtiene
otra puntuacion j tal que j > i. Se puede suponer que todos los juegos son independientes. Se
determinard la probabilidad de que j sea 50. Notemos B al suceso la puntuacién es 50 y A; para
i=1,...,50 el suceso la puntuacion es igual i. Entonces, dado cualquier valor i, el valor j puede
ser cualquiera de los ndmeros i,i+ 1, ...,50. Puesto que estos (51 — i) valores posibles de j son
igualmente verosimiles, resulta que

1

P(BlAi) = o7

Ademas, como la probabilidad de cada uno de los 50 valores posibles de i es %, resulta que

0 1 1 1
~50 51—i ~ 350

1

LI
23 50

P(B) = —(1+ 0,09.

Ahora se puede establecer el siguiente resultado que es conocido como el teorema de Bayes.

Teorema: Supongase que los sucesos Ay, ...,A; constituyen una particion del espacio € tal que
P(A;) > Opara j=1,...,k y sea B cualquier suceso tal que P(B) > 0. Entonces, parai=1,...,k,

P(A;)P(BlA))
£ sy

Demostracion: Por la definicién de probablhdad condicional,

P(A{|B) = (1.3)

P(AiﬁB)

El numerador de la parte derecha de la ecuacion 1.3 es igual a P(A; N B) y el denominador es
P(B) como consecuencia del teorema de la probabilidad total.

Ejemplo 1.13: Para la fabricacién de un gran lote de articulos similares se utilizaron tres maqui-
nas My, M> y M3. Supongase que el 20 % de los articulos fueron fabricados por la maquina M,
el 30 % por la maquina M y el 50 % por la maquina M3. Supdngase ademas que el 1% de los
articulos fabricados por la miquina M; son defectuosos, que el 2% de los articulos fabricados
por la maquina M, son defectuosos y que el 3% de los articulos fabricados por la maquina
M3 son defectuosos. Por ultimo, supongase que se selecciona al azar uno de los articulos del
lote y que resulta ser defectuoso. Se determinaré la probabilidad de que este articulo haya sido
fabricado por la maquina M,.

Tema 1. Fenémenos aleatorios. Conceptos de probabilidad. Propiedades. Independencia de sucesos. Teorema de
Bayes.
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Sea A;, el suceso de que el articulo seleccionado haya sido fabricado por la maquina M;
(i=1,2,3) y sea B el suceso de que el articulo seleccionado sea defectuoso. Hay que cal-
cular la probabilidad condicional P(A;|B).

La probabilidad P(A;) de que un articulo seleccionado al azar haya sido fabricado por la maquina
M; es, parai=1,2,3:

P(A1)=0,2

P(A2) = 0,3
y

P(A3) = 0,5.

Ademds la probabilidad P(BJ|A;) de que un articulo producido por la maquina M; sea defectuoso
es:

P(B|Al> =0,01,
P(BJA;) = 0,02
y
P(B|A3) = 0,03.
Del teorema de Bayes resulta que
P(Ay)P(B|A
Z P(BJA))
(0,3)(0,02)

= 0,26.

~ (0,2)(0,01) + (0,3)(0,02) + (0,5)(0,03)
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Variables aleatorias. Variables discretas. Funcion de probabilidad. Varia-
bles continuas. Funcion de densidad. Propiedades.

2.1 Variables aleatorias.

En probabilidad y estadistica, una variable aleatoria es una funcién que asigna valores reales a
los resultados de un experimento aleatorio.

Empecemos recordando la definicién de o-dlgebra sobre un conjunto y la de espacio probabilis-
tico.

Definicion 2.1: Dado un conjunto Q llamaremos 6 —dlgebra sobre Q, notada 6(Q) a cualquier
familia de subconjuntos de Q que verifique:

)0 e o(Q).

ii) VA,B€ 0(Q) =AUB € 0(Q).

iii) VA € 6(Q) = A € 0(Q).

Cuando Q es un espacio muestral finito, la o —algebra habitual es 20 — {S|S C Q}, es decir, la
familia de todos los subconjuntos del espacio muestral.

Definicion 2.2: La o —algebra de Borel en R es la familia de subconjuntos de R que se pueden
generar a partir de los conjuntos de la forma (—oo, x|, cuando x € R. Es decir, la c—4lgebra de
Borel en R contendrd a todos los conjuntos que se puedan obtener como minimos, maximos,
intersecciones 6 complementarios de conjuntos de la forma (—eo,x], x € R.

- ]

- —Ix

Definicion 2.3: Un espacio probabilistico asociado a un experimento aleatorio es una terna
(Q,0(Q),P), donde:

i) Q es el espacio muestral de los resultados de un experimento aleatorio.
ii) 0(Q) es una o —algebra sobre Q.
iii) P es una probabilidad, es decir:

P:0o(Q) —10,1]
A — P(A),

con P(0) =0 y P(UZ1A;) = Y P(A;), cuando {A;}7; son conjuntos disjuntos.
i=1

21
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Definicion 2.4: Dado un espacio probabilistico (Q, 5 (2), P) llamaremos variable aleatoria X a
cualquier funcién:

X:Q—R
weQ— X(w),
tal que el conjunto Vx € R, {w|X(w) <x} = {X <x} € 6(Q).

Ejemplo 2.1: Consideramos el experimento aleatorio consistente en lanzar dos dados equilibra-
dos de forma independiente. Sea X la variable aleatoria suma de los puntos obtenidos.

Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)}, |Q| = 6> = 36

P:2%—0,1]

A—s P(A) = casos favorables de A |A]

casos posibles 36 (Regla de Laplace)

X:Q—R
(i,j) — (i+j).i,j €{1,2,3,4,5,6}

Por ejemplo, si x = 4, {o|X () < 4} = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1)} € 5(Q).

Como o(Q) es 2% entonces en 6(Q) estardn todos los subconjuntos de Q y Vx, {X < x} € 6(Q),
por tanto, X es una variable aleatoria.

2.2 Funcion de distribucion de una variable aleatoria.

Definiciéon 2.5: Dado un espacio probabilistico (Q, (L), P) y una variable aleatoria X, llamare-
mos funcidn de distribucion de X a la funcion real de variable real

F:R—R

x— P(X <x)

Ejemplo 2.2: En el ejemplo anterior (suma de puntos del lanzamiento de dos dados) tenemos que:

F(4) = P(X <4)=P({(1,1),(1,2),(1,3), (2,1),(2,2),3, 1)) = ¢

Tema 2. Variables aleatorias. Variables discretas. Funcion de probabilidad. Variables continuas. Funcién de
densidad. Propiedades.
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2.2.1 Propiedades de la funcion de distribucion.

Sea X una variable aleatoria definida en un espacio probabilistico (Q,5(Q),P) y F su funcién
de distribucion. Entonces:

i) Vx € R, F(x) € [0,1].
Demostracion: Vx € R, F(x) = P(X <x) € [0, 1], por ser una probabilidad..
ii) F es no decreciente, es decir, si x < xg, F(x) < F(xp).

Demostracion: Six < xp, F(x) = P({o|X(w) <x})y F(xp) = P({w|X(®) < x¢}). Ahora bien,
como x < xg, {0|X(w) <x} C{w/X(®) < xo} por lo que se obtiene que P(@0|X (@) < x) <
P(0|X (o) < xp) o equivalentemente F(x) < F(x,).

iii) lim F(x) = lim P(X < x) = |

X—$o00 X—o0

/ { g i < = = .
iv) XLHPOOF()C) XEIPOOP(X <x)=P(0)=0
Variable aleatoria discreta. Funcion de probabilidad

Definicion 2.6: Diremos que la variable aleatoria X es discreta si toma una cantidad finita o
numerable de valores.

Para variables aleatorias discretas se define la llamada funcion de probabilidad (masa o cuantia)
como:
P=PX=i),iel

siendo / el conjunto de valores que tomard X. Dicha funcién satisface:
)PP=PX=1i)>0,Viel
i)Yy P=) P(X=i)=1.

i€l i€l

Ambas condiciones se deducen trivialmente de la definicion de probabilidad ya que:
i) P,=P(X =1i) >0, dado que es una probabilidad.

i)Y P(X=i)=P(Q)=1.

icl

Ejemplo 2.3: Se lanzan dos dados. Sea X la suma de puntos obtenidos e Y la diferencia entre
los puntos del primer dado y el segundo (con signo). Obtengamos la funciones de probabilidad

Tema 2. Variables aleatorias. Variables discretas. Funcion de probabilidad. Variables continuas. Funcién de
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de X ydeY.

Si las variables no toman demasiados valores se acostumbra a escribir la funcién de probabilidad
en forma de tabla.

X [ P(X=i).
2 | 1/36
3| 236
4 | 336
5| 436
6 | 536
7| 636
8 | 536
9 | 4136
10| 3/36
11| 2/36
12| 1/36
Y [ P(Y=)).
5] 136
4] 2736
31 336
2 436
1] 536
0| 6136
1| 5/36
2 | 436
3 336
4 | 2136
51 136

Las variables X e Y no estdn igualmente distribuidas, dado que aunque tengan las mismas
probabilidades, estas no corresponden a los mimos valores.

Ejemplo 2.4: Se lanzan dos dados. Sea X el resultado del primer dado e Y el maximo de los
puntos obtenidos en ambos dados. Obtener la funcién de probabilidad de cada variable.

X | P(X=1).
1 1/6

2 1/6

3 1/6

4 1/36
5 1/6

6 1/6

Tema 2. Variables aleatorias. Variables discretas. Funcion de probabilidad. Variables continuas. Funcién de
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Y [ P(Y=)).
1| 136
2| 336
3] 536
4 736
5] 936
6| 11/36

Ejemplo 2.5: Se lanzan dos dados. Sea X el minimo de los puntos obtenidos en ambos dados.
Obtener la funcién de probabilidad de X.

X | P(X=1).
1| 11/36
2| 9/36
3 7/36
4 | 5/36
5 3/36
6 1/36

Variables aleatorias absolutamente continuas. Funcion de densidad

Definicion 2.7:
Diremos que una variable aleatoria X es absolutamente continua cuando su funcion de distribu-
cién F(x) es continua, es decir, cuando Vxp € R, 1im F(x) = F(xp).

X—X0

En tal caso existe una funcién f(x), llamada funcién de densidad, tal que Vx € R
o d
Fo = [ s e 5 F ) = 1)
La funcién de densidad verifica las dos propiedades siguientes:
i) f(x) >0, ¥x € R (salvo a lo sumo en una cantidad numerable de valores reales)

Demostracion: Por reduccion a lo absurdo, si existiera un conjunto A no numerable con f(x) < 0,
Vx € A, entonces P(A) = [, f(x)dx < 0, lo cual es imposible.

i) 77 f)dx=1.

Demostracién: Se verifica pues [ f(x)dx = [5 f(x)dx=P(Q) = 1

Tema 2. Variables aleatorias. Variables discretas. Funcion de probabilidad. Variables continuas. Funcién de
densidad. Propiedades.
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Ejemplo 2.6:
kx sixe[0,1]

Sea X una variable aleatoria con densidad. f(x) = { 0 P
uera.

Determinar:

a) El valor de k
b) P(X >0,5)

a) [ f(x)dx=1= [ kxdx =%, de donde k = 2.

0.2 0.4 .6 0.8

b) P(X>O,5):f%12xdx: 3.

Distribuciones Mixtas

La mayoria de las distribuciones que se encuentran en problemas pricticos son discretas o
continuas. Ahora se demostrard, sin embargo, que algunas veces puede ser necesario considerar
una distribucién que es una mezcla de una distribucién discreta y una continua.

Supodngase que el voltaje de cierto sistema eléctrico es una variable aleatoria con una densidad

dada por:

—L_ parax>0

= (+x)?
f@) 0 parax < 0.

Pongdamonos en la situacion de que el voltaje de dicho sistema eléctrico se va a medir con un
voltimetro que registra el valor real de X si X < 3, pero si X > 3, registra simplemente el valor 3.
Si se define Y como el valor registrado por el voltimetro, entonces la distribucién de Y se puede
obtener como sigue:

Tema 2. Variables aleatorias. Variables discretas. Funcion de probabilidad. Variables continuas. Funcién de
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En primer lugar, P(Y = 3) = P(X > 3) = 1. Puesto que el valor Y = 3 tiene probabilidad 1,
resultaque P(0 <Y < 3) = %. Ademas, puesto que ¥ = X para 0 < X < 3, esta probabilidad %
para Y se distribuye sobre el intervalo 0 < ¥ < 3 segun la misma funcion de densidad con que la
variable X se distribuye sobre el mismo intervalo. Entonces, la distribucién de Y se especifica
por la combinacién de una funcién de densidad sobre el intervalo 0 < Y < 3 y una probabilidad
positiva en el punto Y = 3.

2.3 Modelos de probabilidad mas relevantes

2.3.1 Distribucion de Bernoulli

En teoria de probabilidad y estadistica, la distribucién Bernoulli (o distribucion dicotémica), es
una distribucién de probabilidad discreta, donde el valor 1 (éxito) ocurre con la probabilidad p y
el valor O (fracaso) con la probabilidad ¢ = 1 — p.

Un experimento al cual se aplica la distribucién de Bernoulli se conoce como ensayo de Ber-
noulli o simplemente ensayo y la serie de esos experimentos independientes como experimento
de Bernoulli.

Si se lleva a cabo un tnico experimento con dos posibles resultados denominados éxito y fracaso,
se dice que la variable aleatoria X se distribuye como una Bernoulli de pardmetro pcon0 < p < 1
y escribimos X ~ Bernoulli(p).

Funcién de probabilidad

Su funcién de probabilidad es

o equivalentemente,

I—p six=0
p six=1’

P(X =x) = {
que en ocasiones también suele escribirse como
PX=x)=px+(1—p)(1 —x) x=0,1.

Funcion de distribucion

La funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria X ~ Bernoulli(p) estd dada
por

0 x<0
Fx)=<1-p 0<x<l1.
1 x>1

Tema 2. Variables aleatorias. Variables discretas. Funcion de probabilidad. Variables continuas. Funcién de
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Ejemplo 2.7: Se quiere lanzar una moneda equilibrada y se considera éxito obtener cruz. Si X
es la variable dicotomica correspondiente, X ~ Bernoulli (%)

Ejemplo 2.8: Se lanza un dado equilibrado y se considera éxito obtener 6. Entonces, si X la
variable dicotémica correspondiente, X ~ Bernoulli(¢).

2.3.2 Distribucion de Binomial

En teoria de la probabilidad, la distribucién binomial es una distribucion de probabilidad discreta
que cuenta el nimero de éxitos en una secuencia de n ensayos de Bernoulli independientes entre
si con una probabilidad fija p de ocurrencia de éxito en cada uno de los ensayos.

Sea X es una variable aleatoria discreta que mide el “nimero de éxitos” si se realizan n ensayos
independientes de un experimento con dos posibles resultados denominados éxito y fracaso. Se
dice que la variable aleatoria X se distribuye como una Binomial de pardmetros n,p conn >0y
0 < p < 1y escribimos X ~ Bin(n, p).

Funcion de probabilidad

Si X ~ Bin(n, p) entonces su funcién de probabilidad estd dada por

P == ()1 —

!
parak =0,1,2,...,n, siendo (Z) = ﬁ el coeficiente binomial.

* p=0.5 and n=20
p=0.7 and n=20
. * p=0.5 and n=40

15 0.20
L

1]

010
#
.

0.05

. .
4 sssndasnbane Tesan Sassamasanan

0.00

a 10 20 30 40

Funcion de masa de probabilidad
Funcién de probabilidad

Puede observarse que, como deber ser,
% < n k n—k n
Y PX=k=) ( )JFr0=-p" =(p+1-p) =1,

k=0 k=0

donde se ha hecho uso del binomio de Newton.
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Funcion de distribucion

La funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria X ~ Bin(n, p) esta dada por

9

k _ n—k .
F(x)=P(X <x) = k;)(k)l’ (1-p) six>0
0 €n otro caso,

donde [x] representa la parte entera de x, es decir, el mayor entero menor o igual que x.

E —r - ."....‘..‘.".‘.."
-— ..
©
c' -
=
= * -
- & .
=
>
2 . + p=0.5 and N=20
- p=0.7 and N=20
- - - 0.5 & N=40
= A ,l.--". P »and
- T T T T 1
0 10 20 30 40

Funcién de distribucion acumulada
Funcion de distribucion de probabilidad

Ejemplo 2.9:
Supongamos que se lanza 51 veces un dado de 6 caras equiprobables y queremos calcular la
probabilidad de que el nimero 3 salga 20 veces.

En este problema un ensayo consiste en lanzar el dado una vez. Consideramos €xito si obtenemos
un 3 pero si no sale 3 lo consideramos fracaso. Se define X como el nimero de veces que se
obtiene un 3 en 51 lanzamientos.

En este caso tenemos X ~ Bin(51,1/6) por lo que la probabilidad buscada es P(X = 20)

P(X =20) = (Z (1)) (1/6)%(1 —1/6)°1720 = 0,0000744.

2.3.3 Distribucion geométrica

Volvamos a un experimento en el que se repiten de forma independiente ensayos de Bernoulli
con probabilidad p de éxito. Sea X la variable aleatoria “niimero de ensayos hasta obtener el
primer éxito”. Entonces, X es una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad dada
por

P(X=n)= q”_lp, paran=1, 2,...
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Observemos que se cumplen las condiciones de regularidad de toda funcion de probabilidad
pues

~1 ~1
YPX=m=Yq"p=pY d =p—="=1
n=1 n=1 n=1 —q p
donde se ha hecho uso de la suma de una serie geométrica. A la distribucién geométrica la
notaremos G(p). La funcién de distribucion es

[x]
Fay={ Ldp  sixzl
n=1
0 en otro caso,
para x € R donde [x] representa la parte entera de x.

Ejemplo 2.10: La probabilidad de que una persona sea hincha del equipo de fitbol de una cierta
ciudad es 0,6. Determinar la probabilidad de que si se pregunta aleatoriamente a los habitantes
de dicha ciudad, el primero que responda que es hincha sea el cuarto encuestado.

X es una geométrica con p = 0,6, entonces

P(X =4)=(0,4)%0,6.

2.3.4 Distribucion binomial negativa

Situdndonos, de nuevo, en los ensayos repetidos de Bernoulli con probabilidad p de éxito, la
variable aleatoria discreta X que cuenta el nimero de fracasos hasta obtener el r-ésimo éxito
sigue una distribucidén binomial negativa con funcion de probabilidad

r+k—1

P(X = k) = < e 1 )qkp}’" para k=0, 1, 2,...

La denominacién surge de que los nimeros combinatorios (r Jrrﬁl) admiten una notacién (que

aqui ignoraremos) en la que la parte superior el nimero correspondiente es negativo.

La probabilidad de k fracasos antes de r éxitos corresponde a cualquier sucesioén de k + r
resultados que acabe en éxito y, por tanto, en los r+ k — 1 primeros ensayos deberdn obtenerse
r — 1 éxitos. Hay (r Jrrﬁl) posibilidades para tales resultados y cada uno (por independencia)
tiene probabilidad ¢*p"~! p. A la distribucién de X la notaremos X ~» BN (r,p) y su funcién de
distribucion es

5 rbk—1
k r : >O
F(x) = ,;( r—1 )‘”’ =
0 en otro caso,
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2.3.5 Distribucion Uniforme Discreta

La distribucién uniforme discreta es una distribucidon de probabilidad que surge en espacios con
puntos equiprobables, es decir, en situaciones donde los n resultados del experimento tienen la
misma probabilidad de ocurrir.

Si X es una variable aleatoria discreta cuyo soporte es el conjunto {xj,xy,...,x,} y tiene una
distribucion uniforme discreta entonces escribiremos X ~ U(x1,x2,...,Xy).

Funcion de Probabilidad

La funcién de probabilidad de X es

para x = x1,Xx2,...,Xn
en otro caso.

Funcion de distribucion

Si X ~ U(xy,x7,...,X,) entonces a funcién de distribucién es:

0 x < Xj
i—1

F(x) = = N1 Sx<x
1 X > Xxp.

Ejemplo 2.11:
Para un dado perfecto, todos los resultados tienen la probabilidad de % y, por tanto, la variable
que mide el resultado del lanzamiento de dicho dado es U(1,2,3,4,5,6).

2.3.6 Distribucion de Poisson

La distribucion de Poisson es una distribucion de probabilidad discreta que expresa, a partir de
una frecuencia de ocurrencia media, la probabilidad de que aparezca un determinado nimero de
eventos durante cierto periodo de tiempo. Concretamente, se especializa en la probabilidad de
ocurrencia de sucesos con probabilidades muy pequefias, 0 sucesos «raros».

La distribucién de Poisson es popular porque modela el nimero de veces que ocurre un evento
en un intervalo de tiempo.

Sea A >0 y X una variable aleatoria discreta con distribucién de Poisson de pardmetro A.
Entonces, escribiremos X ~ Poisson(4) o X ~ P(1).

Funcion de Probabilidad

Si X ~ Poisson(A) entonces la funcion de probabilidad es

—Aqk
PX k)= &

0 donde k=0,1,2,...,
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es el nimero de ocurrencias del evento o fendmeno.
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El parametro A > 0 representa el nimero de veces que se espera que ocurra el fendmeno durante
un intervalo dado. Por ejemplo, si el suceso estudiado tiene lugar en promedio 4 veces por minuto
y estamos interesados en la probabilidad de que ocurra k veces dentro de un intervalo de 10
minutos, usaremos un modelo de distribucion de Poisson con A = 40.

Funcion de distribucion

La funcién de distribucion vendra dada por

[x] e—l )Lk
Fx)=<S & k!
0 en otro caso,

six>0

Q4 W
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El gje horizontal es el indice k.

Funcién de distribucion de probabilidad
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Ejemplo 2.12: Si el 2% de los libros encuadernados en cierto taller tienen encuadernacién
defectuosa, para obtener la probabilidad de que 5 de 400 libros encuadernados en este taller
tengan encuadernaciones defectuosas usamos la distribucién de Poisson. Si se define X como el
nimero de libros que tengan encuadernacién defectuosa entonces k = 5y A (el valor esperado de
libros defectuosos) es el 2% de 400, es decir, 8. Por lo tanto, la probabilidad buscada es:

8¢ 8
5!

P(X =5)= = 0,092

2.3.7 Distribucion Uniforme Continua

Llamaremos asi a una familia de distribuciones de probabilidad para variables aleatorias con-
tinuas, tales que para cada miembro de la familia, todos los intervalos de igual longitud en su
rango (o dominio) son igualmente probables. El dominio esta definido por dos parametros, a y b,
que son sus valores minimo y mdximo respectivamente.

La distribucién o modelo uniforme puede considerarse como procedente de un proceso de
extraccion aleatoria .El planteamiento radica en el hecho de que la probabilidad se distribuye
uniformemente a lo largo de un intervalo.

Funcion de densidad

Si X es una variable aleatoria con densidad uniforme en el intervalo (a,b) entonces la funcién de
densidad es:

para x € [a,b]

1
_ ) =
fx) 0 €n otro caso.

Lo notaremos X ~ U(a,b).

Funcion de distribucion

Si X ~ U(a,b) entonces a funcion de distribucion es:

0 x<a
F(x) = z—a a<x<b
—a
1 x>b

la cual es facil de obtener a partir de la funcién de densidad, pues paraa < x < b

* 1 ' x-—a
F = d = = .
(x) /a b—a" T b—a" b—a

Ejemplo 2.13: Un autobus pasa por cierta parada cada 15 minutos. ;Cual es la probabilidad de
que un sefior que llega en un momento dado tenga que esperar al autobus mas de 5 minutos?

Tema 2. Variables aleatorias. Variables discretas. Funcion de probabilidad. Variables continuas. Funcién de
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Si se define X como el tiempo de espera, entonces X ~ U(0, 15). Se calculard en primer lugar la
funcioén de distribucion

0 x<0
Fx(x) = 5 0<x<15
I x>15
La probabilidad pedida viene dada por:
5
PX>5)=1-P(X<5)= I—E:0,67.

2.3.8 Distribucion Exponencial

La distribucion exponencial es una distribucion continua que se utiliza para modelar tiempos
de espera para la ocurrencia de un cierto evento. Esta distribucion, al igual que la distribucion
geométrica, tiene la propiedad de pérdida de memoria. La distribucién exponencial es un caso
particular de la distribucién gamma, que veremos mas adelante.

Funcion de densidad

Se dice que una variable aleatoria continua X tiene una distribucion exponencial con pardmetro
A > 0y escribimos X ~ Exp(A) si su funcién de densidad es

Ae ™™ six>0

f“%:{o Six<0

1.4l A=0.5

f(x) 12 — i—i :
1.0 :
0.8
0.6
0.4
0.2

005 1 2 3 4 5

X

Funcion de densidad de probabilidad

Funcion de distribucion

Su funcién de distribucién acumulada estd dada por

l—e ™™ §ix>0
F =
(x) {0 six <0
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Funcion de distribucion de probabilidad

La propiedad de falta de momoria de la distribucion exponencial afirma que, si ¢, s > 0,

o= At+s)

P(X >s+1]X >s) = —eM=P(X>1).

e—As
Es decir, si la duracién de un aparato electronico sigue una distribucién exponencial de pardmetro
A la probabilidad de que dure ¢ instantes de tiempo mds cuando lleva funcionando s es la misma
que la probabilidad de que dure ¢ instantes de tiempo mds desde el principio.

Ejemplo 2.14: Se ha comprobado que el tiempo de vida de cierto tipo de marcapasos sigue una
distribucién exponencial con A = %. (Cudl es la probabilidad de que a una persona a la que se
le ha implantado este marcapasos se le deba reimplantar otro antes de 20 afios? Si el marcapasos
lleva funcionando correctamente 5 afios en un paciente, ;Cudl es la probabilidad de que haya
que cambiarlo antes de 25 afios?

Sea X la variable aleatoria que mide la duracién de un marcapasos en una persona. Tenemos que
1 . o
X ~ Exp(A = E)’ con funcién de distribucién, para x > 0,
F(x)=1 T,

Entonces

=l

0
P(X <20)=F(20)=1—¢ 16 =0,7135.

En segundo lugar,

5

P(5<X<25) F(25)—F(5) l—e to—l4e is

PXSBIX>5 =385 ~ 1-F5) o

=0,7135.

W

[=)
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2.3.9 Distribucion Gamma

La distribucién gamma es una distribucion con dos pardmetros que pertenece a las distribuciones
de probabilidad continuas. La distribucion exponencial, distribucion de Erlang y la distribucion
x? son casos particulares de la distribucién gamma.

Si una variable aleatoria continua X tiene distribucién gamma con pardmetros o >0y A >0

entonces escribiremos X ~ I'(a,1).

Funcion de densidad

Si X ~ I'(a,A) entonces su funcién de densidad es
;L()Lx)aflefllx .

=4 T six>0

0 six <0,

donde

I'a) = / 1l dr,
0
es la funcion gamma y satisface
«T(2)=TI(1)=1
* Para cualquier @ > 0 se cumple que I'(a + 1) = al'(a)

* SinecZ" entonces I'(n+1) = n!

Funcion de distribucion

La funcion de distribucién acumulada de una variable aleatoria X ~ I'(ct,A) estd dada por

x A(Ay)@leHy .
Fly={ fo = @ —dy six>0

0 six <O0.

Si X es una variable aleatoria tal que X ~> I'(n,A) donde n € Z* (es decir, X tiene una distribu-
cion de Erlang) entonces su funcién de distribucién acumulada estd dada por

n_l ()Lx)k > ()Lx)k
1- ) 52 oA e M six>0
I i Y L
0 six <O0.

Tema 2. Variables aleatorias. Variables discretas. Funcion de probabilidad. Variables continuas. Funcién de
densidad. Propiedades.



2.3. Modelos de probabilidad més relevantes 37

4.0 - 08
s T 07
30 |+ 06 |—
25 .. a=3, 1=05 05 |—
£ix) | a=95, .=1 F(x)
20 L a=2 A=1 0.4 it
f
a=3..=05
1s | o3 LA
! a=3, i=1
R
10 b oz L a1 33
05 = \ 0.1 l—
0 ] | 1 | o | ] | | |
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

La distribucién I'(n,4) mide el tiempo de espera hasta la n-ésima llegada en un proceso de
Poisson con A llegadas en la unidad de tiempo.

2.3.10 Distribucion Normal

En estadistica y probabilidad se llama distribucién normal, distribucién de Gauss, distribucién
gaussiana o distribucién de Laplace-Gauss, a una de las distribuciones de probabilidad de variable
continua que con mds frecuencia aparece en estadistica y en la teoria de probabilidades.

La gréfica de su funcién de densidad tiene una forma acampanada y es simétrica respecto de un
determinado pardmetro estadistico. Esta curva se conoce como campana de Gauss y es el grafico
de una funcién gaussiana.

La importancia de esta distribucién radica en que permite modelar numerosos fendmenos
naturales, sociales y psicoldgicos. Mientras que los mecanismos que subyacen a gran parte de
este tipo de fendmenos son desconocidos, por la enorme cantidad de variables incontrolables que
en ellos intervienen, el uso del modelo normal puede justificarse asumiendo que cada observacion
se obtiene como la suma de unas pocas causas independientes.

Funcion de densidad

Si X ~ N(u, o) entonces su funcién de densidad es

1 (a—p)?

e 2?2 sixeR.

flx) =

oV21m

Cuando u =0y o = 1, diremos que la normal es tipificada y lo simbolizaremos por N(0,1) o
muy cominmente por Z. Si X ~ N(u, o), entonces )% ~ N(0,1)=Z.
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Funcién de densidad de probabilidad
Funcién de distribucion
La funcién de distribucion de la normal esta definida como sigue:
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Funcion de distribucion de probabilidad

No existe primitiva para la funcién de densidad normal y los cdlculos se hacen numéricamente
(o con ordenador) estando tabulados los resultados.

Ejemplos : Dada una variable aleatoria X ~ N(4,2) se pide calcular P(X > 3).

X—4 3-4 -1
PX >3) =P > 37) = P(Z> 1) =P(Z<05)=06915,

valor que se obtiene de la tabla de la N(0, 1).
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Ejemplos y/o aplicaciones:
Algunos ejemplos de variables asociadas a fendmenos naturales que siguen el modelo de la
normal son:

 Caracteres morfoldgicos de individuos como la estatura.
* Caracteres fisiologicos como el efecto de un farmaco.

» Caracteres sociolégicos como el consumo de cierto producto por un mismo grupo de
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individuos.
* Caracteres psicoldgicos como el cociente intelectual.
* Nivel de ruido en telecomunicaciones.

* Errores cometidos al medir ciertas magnitudes.

2.3.11 Distribuciones Beta

Las distribuciones beta constituyen una familia de distribuciones de probabilidad continuas
definidas en el intervalo (0, 1) parametrizadas por dos pardmetros positivos, denotados por a y b,
que controlan la forma de la distribucion.

Si una variable aleatoria continua X tiene una distribucion beta con pardmetros a,b > 0 entonces
escribiremos X ~ B(a,b).
Funcién de densidad

La funcidn de densidad de X es

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Funcion de densidad de probabilidad

Donde B(a, b) es la funcién beta y se define para a,b > 0 como

1
B(a,b) :/ x4 1 —x)P tdx
0
y algunas de las propiedades que satisface son:

* B(a,b) =B(b,a)

Tema 2. Variables aleatorias. Variables discretas. Funcion de probabilidad. Variables continuas. Funcién de
densidad. Propiedades.



2.3. Modelos de probabilidad més relevantes 41

[(a)T(b)

* B(a,b) = Tath)

Funcion de distribucion

La funcidn de distribucién de X es

0 six <0
Xa—1(1_,\b—1

F(x)= % six € [0,1]

1 x> 1.
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Funcion de distribucion de probabilidad

El caso particular a = 1, b = 1 es la distribucién U (0, 1). El méximo de n variables independientes
todas con distribucién U (0, 1) es una B(n, 1). El minimo de n variables independientes todas con
distribucién U (0, 1) es una B(1,n). La familia Beta tiene muchas aplicaciones en la inferencia
bayesiana del pardmetro p de una distribucion Bernoulli.
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Esperanza matematica. Propiedades. Varianza. Propiedades. Funcion ca-
racteristica y funcion generatriz de momentos. Acotaciéon de Tchebychev

3.1 Esperanza matematica.

3.1.1 Esperanza de una distribucion discreta

Definicion 3.1:
Dada una variable aleatoria X discreta cuya funcién de probabilidad es P(X = i), i € I, entonces,
la esperanza matemadtica de X, que se denota E(X), se define como sigue:

E(X)=) iP(X =i) (3.1
icl
Ejemplo 3.1:
Supdngase que una variable aleatoria X puede tomar inicamente los valores —2, 0, 1 y 4 y que
P(X=-2)=0,1,P(X=0)=04,P(X=1)=0,3y P(X =4) =0,2. Entonces

E(X)=—2(0,1)40(0,4) 4+ 1(0,3) +4(0,2) = 0,9.

Se puede observar que la esperanza E (X ) no es necesariamente igual a ninguno de los valores
posibles de X.

Si X puede tomar tinicamente un nimero finito de valores distintos, como en el ejemplo anterior,
entonces existe inicamente un nimero finito de términos en la suma de la ecuacién 3,1. Sin
embargo, si existe una sucesion infinita de valores posibles distintos de X, entonces la suma de la
ecuacion 3,1 es una serie infinita de términos. tal serie puede no converger para una funcién de
probabilidad concreta. Se dice que la esperanza E(X) existe si, y s6lo si, la suma de la ecuacién
3,1 es absolutamente convergente, esto es, si, y s6lo si,

Y liIP(X =i) <. (3.2)

En otras palabras, si se verifica la relacién 3,2, entonces E(X) existe y su valor estd dado por la
ecuacion 3,1. Si no se verifica la relacion 3,2, entonces E (X ) no existe.

Ejemplo 3.2:

Se lanzan dos dados. Sea X el minimo de los puntos obtenidos en ambos dados.

X | P(X=i)
1] 1136
2 | 936
3| 736
4 5/36
51 336
6| 1/36
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11 9 1 9
EX)=1- —+2-—+...+46-— ==
) 36 * 36 L 36 4
Ejemplo 3.3:
Se lanzan dos dados. Sea X el mdximo de los puntos obtenidos en ambos dados.

X | P(X=i)
1] 1/36
2| 336
3| 536
41 7/36
51 936
6 | 11/36
1 3 11 161
E(X)= 1-%+2-%+...+6-% =3¢

Ejemplo 3.4:

Un jugador lanza un dado corriente. Si sale 1 o nimero primo, gana tantos cientos de euros como
marca el dado, pero si no sale niimero primo, pierde tantos cientos de euros como marca el dado.
Determinar la funcién de probabilidad y la esperanza matemética del juego.

X | P(X=1)
100 1/6
200 1/6
300 1/6

-400 1/6
500 1/6
-600 1/6

= ? = 16,66667

AN =

1 1
E(X)=100- 24200 =+ ..+ (~600)-

Ejemplo 3.5:

Calcular la media del nimero de bolas blancas obtenidas cuando se extraen simultineamente
dos bolas de una urna que contiene 5 blancas y tres negras, todas distinguibles. Si denotamos X
a la variable que define el niimero de bolas blancas obtenidas al extraer las dos bolas, su funcion
de probabilidad es: P(X =0) = %, PX=1)= % yP(X=2)= %- Ya que esta variable sélo
toma tres valores, existe su esperanza y vale:

6 30 20 5
E(X) —O~%+1~%+2-%—Z =1,25.
Asti, el nimero medio de bolas blancas extraidas es 1.25, valor comprendido en el rango de valores

de X (el intervalo [0,2]), que resulta al ponderar cada valor de X por su probabilidad.

Tema 3. Esperanza matemadtica. Propiedades. Varianza. Propiedades. Funcién caracteristica y funcién generatriz de
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3.1.2 Esperanza de una distribucion continua

Definicion 3.2:
Sea una variable aleatoria X con distribucion absolutamente continua cuya funcién de densidad
es f. Entonces, la esperanza matemadtica de X, que se denota E(X), se define como sigue:

E(X):x/_o:of(x) dx. (3.3)

Ejemplo 3.6:
Supdngase que la funcion de densidad de una variable aleatoria X es

[ 2x sixe(0,1)
J0) = { 0 fuera.

f(x)

Entonces,

E(X) :/x-f(x)dx:/olx(2x) dx:%

Se dice que la esperanza E (X) existe para una distribucién continua si, y sélo si, la integral de la
ecuacion 3,3 es absolutamente convergente, esto es, si, y solo si,

/°° x| f(x) dx < oo.

Siempre que X sea una variable aleatoria acotada, esto es, siempre que existan nimeros a y
b(—o0 < a < b < oo) tales que P(a < X < b) =1, como en el ejemplo anterior, entonces E(X)

Tema 3. Esperanza matemadtica. Propiedades. Varianza. Propiedades. Funcién caracteristica y funcién generatriz de
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debe existir.

Ejemplo 3.7:
Sea X una variable aleatoria con densidad:

%xz(l —x4) sixe[-1,1]

J0) = { 0 fuera.

10 f(x)

1
E(X):/x-f(x)dx:/lx(%xz(l—x4))dx20

Ejemplo 3.8:
Sea X una variable aleatoria con densidad.

[ Ix¥yx sixe0,1]
U { (2) fuera.
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0.2 0.4 )b 0.8

1
E(X) :/x-f(x)dxz/o x(;xz\/})dng

3.2 Esperanza de una funcion

Si X es una variable aleatoria cuya funcion de densidad es f, entonces la esperanza de cualquier
funcién r(X) se puede determinar aplicando la definicion de esperanza a la distribucién de r(X)
como sigue: Se considera Y = r(X); se determina la distribucién de probabilidad de Y; y entonces
se determina E(Y) aplicando la ecuacién 3,1 o la 3,3.

Sin embargo, no es realmente necesario determinar la funcién de densidad de r(X) para calcular
la esperanza E[r(X)]. De hecho, se puede demostrar que el valor de E[r(X)] siempre se puede
calcular directamente a partir de la relacion

Ehmﬂ:i/wdﬂf@ﬂx (3.4)

La esperanza de E[r(X)] existe si, y solo si,
/ ()| £ (x)dx < oo.

Si la distribucion de Y fuera discreta, la integral de la ecuacion 3.4 seria reemplazada por una
suma.
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3.3 Propiedades de la Esperanza

Supdngase que X es una variable aleatoria cuya esperanza E (X)) existe. Se presentardn varios
resultados relacionados con las propiedades bdsicas de la esperanza.

i) SiY = aX + b, donde a y b son constantes, entonces
E(Y)=aE(X)+b

Demostracion:
En primer lugar, supéngase, por conveniencia, que X tiene una distribucién continua cuya funcién
de densidad es f. Entonces,

)

E(Y)zE(aX—i—b)z/ (ax+b)f(x)dx:a/o;xf(x)dx—i—b/_o;f(x)dx:aE(X)+b.

—oo —

Se puede hacer una demostracion andloga para una distribucién discreta o para un tipo de
distribucién més general.

Ejemplo 3.9:
Sea X una variable aleatoria con densidad.

[ Ax sixe0,1]
fx) = { 5 fuera.

Como se vio, |
E(X)= /x-f(x)dx:/o x(%xz\/)_c)dx: ;

Entonces

Ejemplo 3.10:
Sea X una variable aleatoria con densidad:

{ A2 (1—x*) sixe[-1,1]

flx) = 0 fuera.

1
E(X):/x-f(x)dx:/ x(%xz(l—x4))dx:0.

1

Entonces
E(2X+3)=2E(X+3)=3

ii) Si existe una constante a tal que P(X > a) = 1, entonces E(X) > a. Si existe una constante b
tal que P(X < b) = 1, entonces E(X) < b.
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Demostracion:
Supoéngase de nuevo, por conveniencia, que X tiene una distribucién continua cuya funcién de
densidad es f y supdngase en primer lugar que P(X > a) = 1. Entonces,

E(X) = /_ O:oxf(x)dx: / f(x)dx > / af(¥)dx = aP(X > a) = a.

a

La demostracion de la otra propiedad y la demostracion para una distribucién discreta o un tipo
de distribucion mas general son anélogas.

Por la propiedad ii) resulta que si P(a <X < b) =1, entonces a < E(X) < b.Ademds se puede
demostrar que si P(X > a) =1y si E(X) = a, entonces se debe verificar que P(X >a) =0y
P(X =a)=1.

Ejemplo 3.11:
La longitud de ciertos tornillos (en centimetros) es una variable aleatoria con la siguiente funcién

de densidad:
(—x®+4x—3) sil<x<3

i) = { 0 fuera.

f(X)

Si para construir lo que se necesita con uno de estos tornillos hay que hacer un gasto de 10 euros
por centimetro de longitud que tenga el tornillo mas un gasto fijo de 4 euros, ¢ cudl es el gasto
medio esperado por tornillo?

La variable gasto G depende de la variable X de la siguiente forma: G = 10X + 4. Aplicando el
operador esperanza a cada miembro y usando sus propiedades obtenemos:

E(G) = 10E(X)+4

Entonces debemos calcular E (X ),

) 3
E(X):/mxf(x)dx:/l x%(—x2+4x—3):2
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Notemos que la funcion de densidad es simétrica respecto de x = 2. Asi que es razonable que
hallamos obtenido que E(X) = 2. Entonces:

E(G)=10(2)+4 = 24.

3.4 Varianza

Supdngase que X es una variable aleatoria con media u = E(X). La varianza de X, que se
denotara por Var(X), se define como sigue:

Var(X) = E[(X — u)*] (3.5)

Como Var(X) es el valor esperado de la variable aleatoria no negativa (X — )2, resulta que
Var(X) > 0. Se debe recordar que la esperanza de la ecuacion 3,5 puede ser, o no, infinita. Si la
esperanza no es finita, se dice que la Var(X) no existe. Sin embargo, si los valores posibles de X
estan acotados, entonces Var(X) debe existir.

El valor de Var(X) se llama también varianza de la distribucién X. Por tanto, en algunos casos
se habla de la varianza de X y en otros de la varianza de una distribucion de probabilidad.

La varianza de una distribucién proporciona una medida de la variacién o dispersién de una
distribucion alrededor de su media p. Un valor pequeiio de la varianza indica que la distribu-
cién de probabilidad estd muy concentrada alrededor de u; y un valor grande de la varianza
generalmente indica que la distribucidn de probabilidad tiene una dispersion amplia alrededor
de 1. Sin embargo, la varianza de cualquier distribucion, asi como su media, se pueden hacer
arbitrariamente grandes colocando una masa de probabilidad positiva, aunque sea pequeiia,
suficientemente lejos del origen en la recta real.

La desviacion tipica de una variable aleatoria o de una distribucién se define como la raiz
cuadrada no negativa de la varianza. La desviacion tipica, también llamada desviacion estandar,
de una variable aleatoria se denota usualmente por el simbolo ¢ y la varianza se denota por

o2,

Ejemplo 3.12:
En un casino existe un dado de 50 caras, la siguiente tabla recoge los posibles nimeros que
aparecen en cada una de las caras y la cantidad de caras con dicho nimero.

Numero | Cantidad
9 1
10 4
11 9
12 16
13 11
14 8
15 1

Se lanza el dado una vez y sea X el niimero que sale en la cara superior. Se pide calcular la
varianza.
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Calculamos ahora la Esperanza matematica E (X ) y Var(X) como:

610
EX)=—=122
( ) 50 )
1 4 9 16
Var(X) = (9— 12,2)2% + (10— 12,2)2% + (11— 12,2)2% + (12— 12,2)2%

11 8 1
13—-12.2)%— +(14—122)>— +(15-12.2)>— = 1,68

3.4.1 Propiedades de la varianza

Se presentaran ahora varios resultados relacionados con las propiedades bésicas de la varianza.
En estos teoremas se supone que existe la varianza de todas las variables aleatorias. El primer
teorema demuestra que la varianza de una variable aleatoria X no puede ser 0 a menos que la
distribucién de probabilidad de X se concentre en un sélo punto.

Teorema 3.1:

Var(X) = 0 si, y sélo si, existe una constante c tal que P(X =c¢) = 1.

Demostracion:

Supdngase en primer lugar que existe una constante ¢ tal que P(X = ¢) = 1. Entonces, E(X) =c¢
y P[(X —¢)> = 0] = 1. Por tanto,

Var(X) = E[(X —¢)?] = 0.
Igualmente, supéngase que Var(X) = 0. Entonces, P[(X — u)?> > 0] = 1 pero E[(X — u)?] = 0.
Por tanto, de acuerdo con el comentario que sigue a la demostracion de la propiedad 2 de las
propiedades de la esperanza, se puede observar que

P[(X —p)*=0]=1.

Por tanto
PX=u)=1

Teorema 3.2:
Para constantes a y b cualesquiera,

Var(aX +b) = a*Var(X)

Demostracion:
Si E(X) = u, entonces E(aX +b) = au + b. Por tanto,

Var(aX +b) = E[(aX +b—ap — b)?] = E[(aX — au)?]
= @’E[(X — u)?] = a®Var(X).
Por el teorema anterior resulta que

Var(X +b) = Var(X)
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para cualquier constante b. Este resultado es intuitivamente plausible, puesto que desplazando la
distribucion de X una distancia b unidades a lo largo de la recta real, la media de la distribucion
cambiard en b unidades, pero el desplazamiento no afectara a la dispersion de la distribucion
alrededor de su media.

Andlogamente, del teorema anterior resulta que
Var(—X) = Var(X).

Este resultado también es intuitivamente plausible, puesto que reflejando la distribucién de X con
respecto al origen de la recta real, resultard una nueva distribucidn que serd la imagen especular
de la original. La media cambiard de u a —u, pero la dispersion total alrededor de su media no
se modificara.

El siguiente teorema proporciona un método alternativo para calcular el valor de Var(X).

Teorema 3.3:
Para cualquier variable aleatoria X,

Var(X) = E(X?) — E*(X)

Demostracion:
Sea E(X) = u. Entonces,

Var(X) = E[(X —p)*] = E(X* —2uX +u?)
—E(X?) —2uEX)+u? =E(X?) —2u>+u> =EX?) —u? = E(X?) — EX(X).

Ejemplo 3.13:
Supdngase que una variable aleatoria X puede tomar cada uno de los cinco valores —2, 0,3y 4
con la misma probabilidad. Se determinard la desviacion tipicade Y =4X —7.

En este ejemplo,

1
EX)=-(-2+0+1+3+4)=12,

(W)

1
E(X?) = S(4+04+149416) =6.

Entonces
Var(X) = E(X*) —E*(X) = 6 — (1,2)> = 4,56.

Y,
Var(Y) = 16Var(X) = 72,96.

Y por tanto la desviacion tipica, ¢, de Y es

6, = /72,96 = 8,54.
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3.5 Momentos

Para cualquier variable aleatoria X y cualquier entero positivo k, la esperanza E (X k ) se denomina
momento de orden k respecto al origen de X. En particular, de acuerdo con esta terminologia, la
media de X es el momento de orden uno de X. Se dice que el momento de orden k existe si, y
solo si, E(|X ]k ) < oo. Si la variable aleatoria X estd acotada, esto es, si existen nimeros finitos a
y b tales que P(a < X < b) = 1, entonces deben existir necesariamente todos los momentos de X.
Es posible, sin embargo, que existan todos los momentos de X aunque X no esté acotada.

3.5.1 Funcion generatriz de momentos

Considérese ahora una variable aleatoria X; y para cada numero real # se define
w(r) = E(eX) (3.6)

La funcién y se denomina funcion generatriz de momentos de X. Si la variable aleatoria X
estd acotada, entonces para cualquier valor de ¢ debe existir la esperanza de la ecuacién 3,6. En
este caso, por tanto, la funcién generatriz de momentos de la variable aleatoria X existird para
todos los valores de ¢. Por otro lado, si X no esta acotada, entonces la funcién generatriz de
momentos puede existir para algunos valores de ¢ y no existir para otros. De la ecuacién 3,6 se
puede obervar, sin embargo, que para cualquier variable aleatoria X la funcidn generatriz de
momentos Y(¢) debe existir en el punto # = 0 y en ese punto su valor debe ser y(0) = E(1) = 1.

Ejemplo 3.14:
Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad Bernoulli, es decir, X ~ B(p), entonces,
su funcion generatriz de momentos es:

ox (1) = Ze”P =i)=e'p+e21—p)
icl

=e'p+(1-p).

Ejemplo 3.15:
Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad Binomial, es decir, X ~ B(n, p),
entonces, su funcion generatriz de momentos es:

N AL

= [pe' +(1—-p)]".

Ejemplo 3.16:
Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad Poisson, es decir, X ~ P(1), entonces,
su funcion generatriz de momentos es:
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usando el desarrollo de Taylor!de la funcién e*.

Ejemplo 3.17:
Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad Gamma, es decir, X ~ I'(a, p), entonces,
su funcién generatriz de momentos es:

a

— - ix P —pxya—1 — P \a
ox (1) /0 e _F(a)e X dx (p—_t).

Supdngase que existe la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria X para todos
los valores de ¢ en un intervalo alrededor del punto ¢ = 0. Entonces se puede demostrar que existe
la derivada w/(t) en el punto r = 0 y que en ese punto la derivada de la esperanza de la ecuacién
3,6 debe ser igual a la esperanza de la derivada. Entonces,

wi(0) = [SEEN)], Ly = E[(5e%) )

Pero, puesto que

resulta que

En otras palabras, la derivada de la funcién generatriz de momentos y(¢) en el puntoz =0 es la
media de X.

En general, si la funcién generatriz de momentos de X existe para todos los valores de ¢ en un
intervalo alrededor del punto ¢t = 0, entonces se puede demostrar que deben existir todos los
momentos E (X*) de X (k = 1,2,...). Ademds, se puede demostrar que es posible derivar y(¢) un
niimero arbitrario de veces en el punto r = 0. Paran = 1,2, .., la n-ésima derivada ") (0) en el
punto ¢ = 0 satisfard la relacion siguiente:

V(0) = [TEE)], = E[(4 %)

= E[(X"e'X)—0] = E(X"™).

Entonces, w/(0) = E(X), w1(0) = E(X?),w1(0) = E(X?), y asf sucesivamente.

IZZLO ’Ii—’: = ¢ Desarrollo de Taylor de ¢*
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Ejemplo 3.18:
Supodngase que X es una variable aleatoria cuya funcién de densidad es la siguiente:

e’ six>0

f = { 0 fuera.

(x)

Calcular la funcion generatriz de momentos y usarla para calcular la Var(X).

Para cualquier niimero real ¢,

l//(t):E(e’X):/ e”‘exdx:/ =¥y,
0 0

La dltima integral de esta ecuacion serd finita si, y s6lo si, 7 < 1. Por tanto, y(t) existe s6lo para
t < 1. Para tales valores de ¢,

y(r) = ﬁ

Puesto que y/(¢) es finita para todos los valores de ¢ en un intervalo alrededor del punto t = 0,
existen todos los momentos de X. Las dos primeras derivadas de y son

W’(I)Zﬁ

2
") = ——.
Por tanto, E(X) = y/(0) = 1 y E(X?) = w17(0) = 2. Resulta ahora que

Var(X) = y1(0) — [yr(0)]* = 1
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Propiedades de las funciones generatrices de momentos

Se presentardn ahora dos teoremas bdsicos relacionados con las funciones generatrices de
momentos.

Teorema 3.4:

Sea X una variable aleatoria cuya funcion generatriz de momentos es yp;y sea Y = aX + b,
donde a y b son constantes; y sea y» la funcion generatriz de momentos de Y. Entonces, para
cualquier valor de ¢ tal que existe y; (at),

Demostracion:
Por la definicién de una funcién generatriz de momentos

V/2(t) _ E(etY) _ E[et(aX—i-b)] _ eth(eatX) _ ebtl//(at)-

Ejemplo 3.19:
Supoéngase que la distribucion de X es la del ejemplo anterior. Entonces la funcion generatriz de

momentos de X parat < 1 es
0=
=T
SiY =3 —2X, entonces la funcion generatriz de Y existira para t > —% y tendré el valor

631

Bty (o

Se enunciard ahora otra importante propiedad de la funcion generatriz de momentos. La demos-
tracion se omite por estar fuera del alcance de este temario.

Teorema 3.5:

Si las funciones generatrices de momentos de dos variables X; y X» son idénticas para todos los
valores de ¢ en un intervalo alrededor del punto ¢ = 0, entonces las distribuciones de probabilidad
de X; y X»> deben ser idénticas. Esta propiedad nos dice que si existe la funcién generatriz de
momentos, entonces caracteriza a la distribucién

3.6 Funcion Caracteristica

Es una herramienta muy importante para obtener momentos de las variables. También para probar
la reproductividad de las distribuciones e incluso para analizar propiedades de la convergencia
de sucesiones de variables aleatorias.

Definicion 3.3:
Dada una variable aleatoria X se define su funcién caracteristica @x (¢) como la funcién compleja
de variable real dada por:

ox :R—C

t = @x(r) = E(e"),
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Yel/P(X =j)  siXesdiscreta

donde i = /—1y E(e"X) :{

[e"™f(x)dx  siX es continua.
Propiedades:
a) Existe Vt € R y toda variable aleatoria X.
Demostracion:

|ox(1)| = [E(e™)| = | [ge™ f(x)dx| < [g le™]f(x)dx = [ 1f(x)dx = 1.

b) Es caracteristica. No puede existir dos distribuciones distintas con la misma funcién caracteris-
tica. Dicho de otra manera, conocida la funcién caracteristica de una variable, queda identificada
de forma univoca la distribucién de la variable.

c¢) La funcidn caracteristica es funcién generatriz de momentos:

n)
9y (0)
EX" = ~a
Ejemplo 3.20:
Sean X el namero de caras al lanzar tres monedas. Obtener utilizando la funcién caracteristica
E(X)ylaVar(X).

. 1 . . .
ox(t) =} e"P(X = j) = o (1+3¢" +3¢* + ™)
1 ) . .
Pox(t) = §(3ie” + 6ie*" 4 3ie)
1

/ . . N
0y (0) 8(3z+6z+3l)—21

f—

Q% (1) = = (3i2e™ 4+ 122*" +9i%&1)

oo

1
0% (0) = §(3i2 +12% +9%) = 34

3
EX:¢§(§0):5_1:§
I I 2

" 2
2 0x(0) 3¢
EX- = 2 _i_2_3
3, 3
Var(X)=3—(=)" = -
ar(X)=3- (5 =

Ejemplo 3.21:
Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad Bernoulli, es decir,

X:{ 0 g=1-p
1 p.
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Su funcidn caracteristica es:

Px(1) =" (1—p)+e"' p =g+ pe" (cong=1-p).

Calculamos su media y varianza a partir de la funcién caracteristica.

+(0 -1
l l
" 2
2_‘PX(0)_P'1 .
EX'=—p—="—F=p

Var(X) =p—p* = pq

Ejemplo 3.22:
Sea X una variable aleatoria con funcion de probabilidad Binomial, es decir,

P(X =k) = (Z>p’<(1 )R k=0,1,2,...,n.

Su funcidn caracteristica es:

ox(1) = E(e™) = Y o <n) p(1=p)*=pe"+(1-p)]"

k=0 k

Calculamos su media y varianza a partir de la funcion caracteristica.

=n(n—1)p*+np

Var(X) = n(n—1)p* +np— (np)* = npq.

Ejemplo 3.23:
Sea X una variable aleatoria con funcion de probabilidad Poisson, es decir,

),k
P(X =k)= e_kF, k=0,1,2,...
Su funcién caracteristica es: @x(t) = E(e"™) =Y, e"tke’l%—f =ty eitk% = M),
usando el desarrollo de Taylor’de la funcién e*.

Calculamos su media y varianza a partir de la funcién caracteristica.

/

l

2220:0 ’Ii—’: = ¢ Desarrollo de Taylor de ¢*
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"
EX? = ‘PXéO) — A%+

Var(X) =A*+A1—-12=121

Ejemplo 3.24:
Sea X una variable aleatoria con funcion de probabilidad Gamma, es decir, X ~ I'(a, p), entonces,
su funcion generatriz de momentos es:

0 fuera,
donde I'(a) = [;"e“x*'dx=(a—1)!sia €N

a _ 71 .
f(x):{ %e pxxa six,a,p>0

Su funcion caracteristica es:

a

T PN pegact p
£) = itx pxya—1 . a
oxlt) = | ey i (L)

Calculamos su media y varianza a partir de la funcidn caracteristica.

/
EX — (PX‘(O) _a
l p
i
pxe = OH0) _alat )
l p
ala+1) , a
Var(X) = ————= —(a = —
(X) 72 (a/p) 2

Ejemplo 3.25:
Puede determinarse que si X ~ N(u, o) su funcién caracteristica es

Ox (t) — eitu—%cztz.

Los calculos son tediosos, aunque no dificiles, y serdn omitidos aqui.

3.7 Desigualdades de Markov y Chebyshev

En esta seccion se presentan dos resultados sencillos y generales, conocidos como la desigualdad
de Markov y la desigualdad de Chebysheyv.

3.7.1 Desigualdad de Markov

Supdngase que X es una variable aleatoria tal que P(X > 0) = 1. Entonces para cualquier nimero

t>0,
E(X
PX>1) < T)
Demostracion:

Por conveniencia, supéngase que X tiene una distribucién discreta cuya funcién de probabilidad

Tema 3. Esperanza matemadtica. Propiedades. Varianza. Propiedades. Funcién caracteristica y funcién generatriz de
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es P(X =i). La demostracién para una distribucién continua o un tipo de distribucién mds
general es analoga. Entonces,

EX)=YiPX=i)=Y iP(X =i)+ Y iP(X =),

icl i<t i>t

verifica para cualquier distribucién.

Puesto que X puede tomar inicamente valores no negativos, todos los términos de la suma son
no negativos. Por tanto,

EX)=) iPX=i)>Y tP(X=i)=tP(X >1).

iel i>t

La desigualdad de Markov tiene fundamentalmente interés para valores grandes de ¢. De hecho,
cuando ¢ < E(X), la desigualdad no tiene interés alguno, puesto que se sabe que P(X >1¢) < 1.
Sin embargo, de la desigualdad de Markov se obtiene que para cualquier variable aleatoria no
negativa X cuya media es 1, el valor maximo posible de P(X > 100) es 0,01. Ademds, se puede
verificar que este valor maximo es alcanzado por la variable X para la cual P(X =0) = 0,99 y
P(X =100) =0,01.

3.7.2 Desigualdad de Chebyshev:

Sea X una variable aleatoria para la cual Var(X) existe. Entonces para cualquier nimero concreto
t>0,
Var(X)

PIX—EX| 21]) < =

Demostracion:

SeaY = [X — E(X)]?. Entonces P(Y > 0) = 1y E(Y) = Var(X). Aplicando a Y la desigualdad
de Markov, se obtiene el siguiente resultado:

EY Var(X)

POX—EX| 1) = P(Y 2 %) £ = = =

Se puede ver en la demostracion que la desigualdad de Chebyshev es simplemente un caso
especial de la desigualdad de Markov. Por tanto, los comentarios que siguen a la demostracién
de la desigualdad de Markov se pueden aplicar también a la desigualdad de Chebyshev. Estas
desigualdades son muy ttiles debido a su generalidad. Por ejemplo, si Var(X) = 62 y se define
t = 30, entonces la desigualdad de Chebyshev proporciona el resultado

P(|X —EX| >30]) <

O | —

En otras palabras, este resultado afirma que la probabilidad de que cualquier variable aleatoria
difiera de su media en mds de 3 desviaciones estdndar no puede exceder de é. Esta probabilidad

serd realmente mucho menor que % para muchas de las variables aleatorias y distribuciones.
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En la siguiente tabla se muestra la cantidad médxima y minima de porcentaje de fuera y dentro de
una cantidad fija t = a de desviaciones estandar a la media.

Min. % dentro de a desviaciones | Max. % fuera de a desviaciones

estandar de la media estandar de la media

1 0% 100%
2 50% 50%
1.5 55.56% 44.44%
2 75% 25%

3 88.8889% 11.1111%
4 93.75% 6.25%
5 96% 4%

6 97.2222% 2.7778%
7 97.9592% 2.0408%
8 98.4375% 1.5625%
9 98.7654% 1.2346%
10 99% 1%

Ejemplo 3.26:

Para ilustrar este resultado, supongamos que los articulos de Wikipedia tienen una extension
media de 1000 caracteres y una desviacion tipica de 200 caracteres. De la desigualdad de Tcheby-
chev, usando a = 2, se deduce que al menos el 75% de los articulos tendrdan una extension
comprendida entre 600 y 1400 caracteres.

Ejemplo 3.27:
Otra consecuencia del la desigualdad de Chebyshev es que para cada distribuciéon de media y
desviacion tipica finita, al menos la mitad de sus valores se concentrarédn en el intervalo

(1= V20,1 +V20),
ya que
Vio)<
P(|X — 20) < —
(Xl > V20) < 505 ==,
y l6gicamente

P(IX — p| <V20) >

FNg-
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Ejemplo 3.28:
Si aplicamos la desigualdad a la distribucién N(u, o) obtenemos
X—u 1
P(|l——| >1,96) =P(|Z]| > 1,96) < =0,26.

Si se compara este valor con el real P(|Z]| > 1,96) = 0,05 se puede apreciar que, como se ha
dicho anteriormente, la cota puede resultar muy burda.
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Tema 4

Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y
marginales. Independencia entre variables aleatorias. Ejemplos

Légicamente, con frecuencia en estadistica es mds interesante disponer de varias variables y
analizar la posible vinculacion entre ellas. Este tema estd dedicado a ese objetivo.

Definicion 4.1:
La o—4lgebra de Borel en R? es la familia de subconjuntos de R que se pueden generar a partir
de los conjuntos de la forma (—eo,x]x(—oe,y|, cuando x,y € R.

(—oo,x|x(—o0,y

Cuando nuestro espacio muestral Q sea finito o contable utilizaremos como c-algebra 2, cuando
sea R utilizaremos la 6 —dlgebra de Borel y cuando sea R? utilizaremos la ¢ —4lgebra de Borel
en R2.

Definicion 4.2:

Dado un espacio probabilistico (2, 0(L2), P) llamaremos vector aleatorio bidimensional, notado
(X,Y) a cualquier funcion:

(X,Y):Q—R?
weQ— X(w),Y(w),
que satisfaga Vx,y € R {o|X(0) <x,Y (@) <y} ={X <x,Y <y} € 6(Q).

Ejemplo 4.1:
Consideramos el experimento aleatorio consistente en lanzar dos dados equilibrados de forma

62
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independiente. Sea (X,Y) el vector suma y diferencia (con signo) de los puntos obtenidos.

Q=1{(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)}, |Q| = 6> = 36
P:2%—0,1]

casos favorables de A |A]
A— P(A) = _ Al Reola de Lanl |
*) casos posibles 36° (Regla de Laplace)

(X,Y):(Q,0(Q),P) — R?
(i,)) — (i+j,i—j).i,j€{1,2,3,4,5,6}

Six=4y=—4{0X(w) <4,Y(0)<-4}=0€0(Q).

i) Six=5y=1,{0|X(0) <5,Y(0) <1}={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,2) } €
o(Q).

Como o(Q) es 2% entonces en ¢ (Q) estaran todos los subconjuntos de Q, y por tanto, ¥x, y, {®|X <
x,Y <y} € 6(Q). Luego (X,Y) es un vector aleatorio bidimensional.

Proposicion 4.1:
Sea (Q,0(Q),P) un espacio probabilistico y sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional
definido en Q. Entonces X e Y son variables aleatorias.

Demostracion: En un espacio probabilistico (2,0 (Q2),P), sabemos que X es una variable
aleatoria si Vx € R, {®|X(w) <x} € 6(Q). En particular

{0]X(0) < x} = {0X () <x,¥(0) < =} € 6(Q),
por definicién de variable aleatoria bidimensional (X,Y). Simétricamente
{0V (0) <y} = {0V (0) <y,X(0) <=} c o(Q),

En consecuencia X e Y son variables aleatorias. Por tanto, hablaremos indistintamente de vector
aleatorio bidimensional o de dos variables aleatorias. Cada una de las variables que forma un
vector bidimensional recibe el nombre de variable marginal.

4.1 Funcion de distribucion de un vector aleatorio bidimensional.

Definicion 4.3:
Dado un espacio probabilistico (Q,c(Q),P) y un vector aleatorio (X,Y), llamaremos funcién
de distribucién de (X,Y) a la funcién

F:R? SR

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
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(x,y) = P(X <x,Y <y).

Ejemplo 4.2:

En el ejemplo anterior (suma y diferencia de puntos del lanzamiento de dos dados) tenemos que:

F(4,—4)=P(X <4,Y <—4)=P(0) =0.

F(5,1)=P(X<5Y<1)=P({(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,2) })

4.1.1 Propiedades de la funcion de distribucion.

8 _
36

oI

Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional definido en un espacio probabilistico (2, o (Q), P)

y F su funcién de distribucion conjunta. Entonces:

i) Vx,y € R, F(x,y) € [0,1].
Demostracion:
Vx,y € R, F(x,y) = P(X <x,Y <y) €[0,1] ya que es una probabilidad.

ii) Es no decreciente en cada variable, es decir:

Six <xo, F(x,y) < F(xo,y), Vyysiy <yo, F(x,y) < F(x,y0), Vx.

Demostracion:

Six <xp, F(x,y) = P{o|X(0) <x,Y(®) <y})y F(xo,y) = P{o|X(®) <xp,Y () <y}).
Ahora bien, como x < xp, {0|X (@) <x,Y(0) <y} C{o|X(®) < xp,Y(®) <y} porlo que se
obtiene que P(X <x,Y <y) < P(X <xp,Y <y), es decir, F(x,y) < F(x,,y).

iii)

lim F(x,y) = lim P(X <x,Y <y)=P(Y <y)=F(y),
X—ro0 X—oo

lim F(x,y) = lim P(X <x,Y <y)=P(X <x) =F(x).
y—+oo y—+oo

iv)
lim F(x,y)= lim P(X <x,Y <y)=P(X < —o0, Y <y) =
X—r—00 X—>—o0
lim F(x,y)= lim P(X <x,Y <y)=P(X <x,¥Y < —o0) =
y——o y——o0
v)

lim lim F(x,y) = lim lim F(x,y) =1

X—y00 y—$00 y—r00 X—3oo
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vi) Cdlculo de probabilidades de rectdngulos utilizando la funcién de distribucién. Sia, b, c,d € R,
P(a <X <b,c <Y <d), se calcula como:

{a,d)

(a,c)

Pla<X<be<Y<d) =PX<bY<d —PX<aY<d) —PX<bY <c)+PX<
a,Y <c¢)=F(b,d)—F(a,d)—F(b,c)+F(a,c).

Vectores aleatorios bidimensionales discretos. Funciéon de probabilidad conjunta y funcio-
nes de probabilidad marginales

Definicion 4.4:
Diremos que el vector aleatorio (X,Y) es discreto si sus variables marginales X e Y son discretas,
es decir, cada una de ellas toma una cantidad finita o numerable de valores.

Para vectores aleatorios discretos se define la llamada funcién de probabilidad (masa o cuantia)
conjunta como:
Pj=PX=iY=j)icl jelJ,

siendo / el conjunto de valores que tomard X y J el conjunto de valores que tomara Y. Dicha
funcion satisface:

NP,=PX=iY=j)>0,Viel,VjeJ.

i)Y Y Pi=)YYPX=iy=j)=1

il jeJ il jeJ

Ambas condiciones se deducen trivialmente de la definicion de probabilidad ya que:
i) Pj=P(X =i,Y = j) >0, dado que es una probabilidad.

i)Y Y PX=iYy=j)=PQ)=1.

icl jeJ
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La funcién de probabilidad de la variable X (funcién de probabilidad marginal de X) es:
PX=i)=) PX=iY=j)siicl

jes
La funcion de probabilidad de la variable Y (funcién de probabilidad marginal de Y') sera:
PY=j)=YPX=iY=j)sijel.

icl
Ejemplo 4.3:
Se lanzan dos dados. Sea X la suma de puntos obtenidos e Y la diferencia entre los puntos del
primer dado y el segundo (con signo). Obtengamos la funcién de probabilidad conjunta y las
funciones de probabilidad marginales.

Si las variables no toman demasiados valores se acostumbra a escribir la funcién de probabilidad
conjunta en forma de tabla y las funciones de probabilidad marginales se sitdan en los mérgenes
de dicha tabla, de ahi su nombre.

XY | -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 X
0 0 0 0 0 |[1/36| O 0 0 0 0 | 1/36
0 0 0 0 |136| 0 |[1/36 | O 0 0 0 |2/36
0 0 0 |[136| 0 |[1/36| 0 |1/36| O 0 0 |3/36
0 0 |13 0 |[136| 0 |[1/36| 0 |1/36| O 0 | 4/36

0 |13 0 (136 0 |1/36| 0 |1/36| 0 |1/36 | 0 | 5/36
1736 | 0 | 136 | 0 |[1/36 | O | 1/36 | 6/36
O (136 0 (136 O |1/36| O |1/36| O |1/36 | 0O |5/36
0 0 |[136| 0 |[1/36| O |[1/36| O |1/36| O 0 | 4/36
0 0 0O |13 0 |[1/36| 0 |1/36| O 0 0 |3/36
0 0 0 0 | 136 0 |[1/36 | O 0 0 0 |2/36
0 |1736| O 0 0 0 0 | 1/36
Y | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36 1

g b=~y IN=1 LR RN o)N W) I JORR S)
(S,
~
[
o)
o
(S
~
%)
o)
o

o
o
o
o
o

X e Y no estdn igualmente distribuidas.

Ejemplo 4.4:
Se lanzan dos dados. Sea X el resultado del primer dado e Y el mdximo de los puntos obtenidos
en ambos dados. Obtener la funcion de probabilidad conjunta y las marginales del vector (X,Y).

1 2 3 4 5 6 X
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 6/36
0 |2/36|1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 6/36
3/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 6/36
0 0 0 | 4/36 | 1/36 | 1/36 | 6/36
0 0 0 0 |5/36 | 1/36 | 6/36
0 0 0 0 0 6/36 | 6/36
1/36 | 3/36 | 5/36 | 7/36 | 9/36 | 11/36 1

%om#ww»—aﬁ
()
()

Ejemplo 4.5:
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Se lanzan dos dados. Sea X el minimo de los puntos obtenidos en ambos dados e Y el mdximo.
Obtener la funcion de probabilidad conjunta y las marginales del vecctor (X,Y).

XY | 1 2 3 4 5 6 X
1 | 1/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 11/36
2 0 | 1/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 9/36
3 0 0 | 1/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 7/36
4 0 0 0 | 1/36 | 2/36 | 2/36 | 5/36
5 0 0 0 0 | 1736 | 2/36 | 3/36
6 0 0 0 0 0 1/36 1/36
Y | 1/36 | 3/36 | 5/36 | 7/36 | 9/36 | 11/36 1

Ejemplo 4.6:
Se lanzan dos dados. Sea X el resultado del primer dado e Y la diferencia en médulo entre los
resultados de ambos dados.

Calcular:

a) p(X+Y >6)
b) p(X+Y >6)
c) p(IX=Y|<1)

0 1 2 3 4 5 X
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 6/36
1736 | 2/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 0 | 6/36
1/36 | 2/36 | 2/36 | 1/36 | O 0 | 6/36
1/36 | 2/36 | 2/36 | 1/36 | O 0 | 6/36
1/36 | 2/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 0 | 6/36
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 6/36
6/36 | 10/36 | 8/36 | 6/36 | 4/36 | 2/36 1

%@m.hww»—‘ﬁ

a) PX+Y >6)=P(X=4Y =3)+P(X =5Y =2)+P(X =5Y =3)+P(X =5,Y =
H+PX=6Y=1)+P(X=6Y=2)+P(X=6Y =3)+P(X=6Y =4)+P(X =6,Y =
5)=9/36=1/4

BYPX+Y>6)=P(X+Y >6)+P(X=1Y=5)+P(X=2Y =4)+P(X =3,Y =3) +
P(X=4Y=24+P(X=5Y=1)+P(X=6Y=0)=1/4+8/36=17/36

)P X-Y|<1)=PX=1Y=0)+PX=1,Y=1)+PX=1,Y =2)+...=13/36
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Vectores aleatorios absolutamente continuos. Funcion de densidad conjunta y funciones
de densidad marginales

Definicion 4.5:
Diremos que un vector aleatorio (X,Y) es absolutamente continuo cuando su funcién de distribu-

cién F(x,y) es continua, es decir, V(xo,y,) € R?, lim  F(x,y) = F(x0,y0).
X—=X0,Y Yo

En tal caso existe una funcién f(x,y), llamada funcién de densidad conjunta, tal que Vx,y €
R

2

X y J
Fieo)= [ [ flodsd s 570 F () = £y

La funcién de densidad conjunta verifica las dos siguientes propiedades:

i) f(x,y) >0, Vx,y € R, salvo a los sumo en un conjunto numerable de puntos.
Demostracion: Si existiera un conjunto A no numerable con f(x,y) < 0, Vx,y € A, entonces
P(A) = [[, f(x,y)dxdy < 0, lo cual contradice la definicién de probabilidad

ii) [ 72 f(xy)dedy = 1.
Demostracién: Se verifica pues [ [17 f(x,y)dxdy = [[p f(x,y)dxdy = P(Q) = 1

Dada la densidad conjunta f(x,y), las densidades marginales se calculan como:

fx) = [72 f(x,y)dy.
fly) = fj:f(x,y)dx.

Ejemplo 4.7:
Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional con densidad conjunta.

flx,y) = { l(c)x(l —y) six,y€|0,1]

fuera.

Determinar:

a) El valor de k
b) P(X >0,5)
) P(X+Y <1)
d) Marginales

P
P

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos



4.1. Funcidn de distribucion de un vector aleatorio bidimensional. 69

P (%=0.5)

(0,11 (1,1) S ¥Y=1

7

|
{D,D‘} ! {lrﬂ}

»+Y=1

a)
1,1
// f(x,y)dxdy =1 :/ / kx(1—y)dxdy = 1; de donde k = 4.
R? 0o Jo
b)
1,1
P(X >0,5) = / / 4x(1 —y)dydx =3/4.
05J0
¢)
1 1—x
P(X+Y<1):/ / 4x(1—y)dydx =1)2.
0 Jo
Alternativamente:

1 pl—y
P(X+Y<1):/ / 4x(1—y)dxdy =1/2.
0 JO

d) Marginales:

+<><> : S1 X
fe)= | fleydy= /O Fley)dy = { 2x, e [0,1]

0, en otro caso.

(oo} 1 .
100 = [ flx)an= / f<x,y>dx={ =2 siyel0l]
o0 0

0, en otro caso.

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos
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Otra forma de calcular el apartado b) teniendo la funcién de densidad marginal de X es:

1
P(X >0,5) :ﬁ 2xdx =3/4.

2

Ejemplo 4.8:
Se selecciona al azar un punto en S = {(x,y) € R?|x > 0,y > 0,4y +x < 1}.

Calcular:

B
LR

0.0 0.2

\ﬁhﬁﬁ?a.
0.6 0.8 1.0

x

[k osi(xy)€eS
flxy) = { 0 fuera,

ya que si la seleccion es al azar todos los puntos tienen que tener la misma densidad.

1
1'1

[fs f(x,y) dxdy =1 = [[;k dxdy = k-Area(S) = 1; Area(S) = 5+ =

L Lo 4
P(X>Y):/ / 8dydx+/ / 8 dydx = —.
0 Jo 1 Jo 5

¢) P(X+Y >1)=0.

ik =28.

ool—

b)

d) Marginales:

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos
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f(x):ff:f(x,y) dnyol“X8dy:{ (2)—2)6 six e [0,1]

fuera.

_ [t -4 [ 8(1—4y) siye [O,l]
fo)= 2 fxy)de= [, 78dx= { 0 fuerz.

Ejemplo 4.9:
Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional con densidad conjunta.

cxzy six2§y§1

ren={ ¢

fuera
Calcular:
a) El valor de c.
b) p(X >7)
c) pX+Y <1)
d) Marginales.
5

\ 0.8 ' A
hY - S .
0. | oy v
N\ ! >
\\ 04 | i P{X=Y)

1.0

1.0 0.5 0.0 0.5

a) [fg2 f(x,y)dxdy =1 = f_ll fxlz cx?y dydx = 3¢; de donde ¢ = 2

b)
1 X1 5
PX>Y)= —x“y dydx = 3/20.
0 ¥2 4

¢) P(X+Y < 1); Primero calculamos el valor del punto de corte entre la pardbola y = x*yla
recta y = 1 —x; a dicho punto lo notaremos como ",

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos
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2 { 71?5:0‘
l—x=x"x=9 =
12\6¢S

PX+Y <1) = [° [L 22y dydx + [ [5" 2y dydx =

X X

5 4 3 7
-3 E-5+2-9)

d) Marginales:
= [72 fley) dy = [ 3y dy —{

H?(1-x*) sixe[-1,1]
0 fuera

) ;
5 0,1]
d— f21 dx = 2y\/y Sly€[7
f - f(xy) dx f xyx {O fuera

Vectores aleatorios no discretos no absolutamente continuos

Existen vectores que no son discretos ni absolutamente continuos. En tal caso la distribucion va
a venir dada por una mixtura de una funcién de probabilidad y de una funcién de densidad. La
probabilidad de los sucesos se obtendrd sumando las probabilidades de la parte discreta con la
integral en la parte continua. Consideramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.10:

Se elige un punto en el cuadrado unitario 0 < x < 1,0 <y < 1, la probabilidad de que sea (0,0)
es 1/6,1ade quesea (0,1)es 1/12,1ade (1,0)esde 1/4ylade (1,1)es 1/5y todos los demas
puntos son igualmente verosimiles.

Sea (X,Y) el vector aleatorio que representa el punto seleccionado. (X,Y) no es discreto ya
que el conjunto de valores que toma no es numerable. Por otro lado (X,Y) no es absolutamente
continuo pues hay puntos que tienen probabilidad estrictamente positiva. En este caso f(x,y),
que no es funcién de densidad ni funcién de probabilidad, viene dada por:

(1/6  si(x,y)=(0,0)

1/4  si(x,y)=(1,0)

_ ) /12 si(xy) =(0,1)
flxy) = 1/8  si(x,y)=(1,1)
k si (x,y) €S

L 0 fuera

! f f ; 21xzy dydx = 1 dada la simetria que presenta la funcién de densidad con respecto al eje Y

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos
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(0,1) : (1,1)
_ Sy f(1,1)=1/5
f(1,0)=1/4
m'ﬁ{u,n}:ﬂa . T xay=t

Para determinar k:

11 1 1 e 44+6+342
1:6+Z+§+E+/0 /0 kdydx:%MArea(s);Portanto,k:3/8.
1 17)63 17
P(X+Y<1):f(0,0)+// —kdydx=—.
o Jo 8 48

I=x 3 11

1
P(X+Y§1):f(0,0)+f(0,1)+f(1,0)+/0/0 Skdydx =1

4.2 Distribuciones condicionales

Dado un vector aleatorio bidimensional (X,Y) interesa conocer como se modifica la distribucién
de X si se conoce el valor que toma la variable Y (y reciprocamente). Entonces llamaremos
distribucién condicional de X a Y, notada X /Y a una nueva variable aleatoria que va a medir el
comportamiento de X cuando conocemos Y. Hay que enfatizar que, en realidad, tendremos una
distribucién condicional X /Y = yq para cada valor observable y, de Y.

Caso discreto

Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad conjunta:
Pj=P(x=iy=j),Viel, jeJ. EntoncessiY = jo, jo € J, la variable condicional X /Y = jy
tiene distribucidn discreta con funcién de probabilidad:

P(X =ifY = jo) = ZE5 =) vie .

Simétricamente si X = iy, entonces la variable condicional Y /X = i, tiene distribucién discreta
dada por:

P(Y = j/X =ip) = 25t ey,

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos
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Ejemplo 4.11:

Se lanzan dos dados. Sea X el resultado del primer dado e Y el méaximo de los puntos obtenidos
en ambos dados. Obtener la funcién de probabilidad conjunta, las marginales y las condicionales
del vector aleatorio (X,Y).

Probabilidad conjunta y marginales:

XY | 1 2 3 4 5 6 X
1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 6/36

0 |2/36|1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 6/36

0 0 |3/36|1/36 | 1/36 | 1/36 | 6/36
0 |4/36 | 1/736 | 1/36 | 6/36
0 0 0 0 |5/36 | 1/36 | 6/36
0 0 0 0 0 6/36 | 6/36
Y | 1/36 | 3/36 | 5/36 | 7/36 | 9/36 | 11/36 1

NN AW N~
o
(=]

Distribuciones de probabilidad condicionales:

X/Y=1 1
/36 _
1/36

X/Y=2| 1 2
1/3 | 2/3

XY=3| 1 2 3

XY=4 ] 1 2 3 4

XY=5] 1 2 3 4 5

XY=6| 1 2 3 4 5 6
/11 | 1/711 | 1/11 | /11 | 1/11 | 6/11

Y/X=1]| 1 2 3 4 5 6
1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

Y/X=2| 2 3 4 5 6
26 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

Y/X=3] 3 | 4|5 6
3/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos



4.2. Distribuciones condicionales 75

Y/X=4| 4 5 6
4/6 | 1/6 | 1/6

Y/X=5] 5 6
5/6 | 1/6

Y/X=6 | 6

Caso absolutamente continuo

Sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente continuo con densidad conjunta f(x,y) y margi-
nales f(x) y f(y). Para cada valor yy con f(yg) > 0, existe una variable condicional X /Y = yo

que es absolutamente continua con densidad fy y—, (x) = % El recinto en el que varia x
dependerd con frecuencia del valor de Y = yy. '

Simétricamente, Para cada valor xo con f(xp) > 0, existe una variable condicional Y /X = xo
que es absolutamente continua con densidad fy /x—y, (y) = % El recinto en el que varia Y
dependerd con frecuencia del valor de X = x.

Ejemplo 4.12:

Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional absolutamente continuo, que representa la seleccién
aleatoria de un punto en el cuadrado unitario. Obtener las densidades condicionales.

(L1}

(0,1) |

{D,EI;} (L0) x

1 si0<x,y<1
flxy) = { 0 fuera.

e 1 sixel0,1]

o= rena=[1a={}

—o00

~U(0,1).

fuera,

R e (Y 1 siyelo]]
1= [ repar= [ra={ 0 v,

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos
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Siy, €[0,1],

fx fr=y,(x) = ! ](f(cyy ‘)’) :{ (1) Sixii(e)’ri]’ ~U(0,1).
Six, €0, 1],

a0 =L L LS E Ry
Ejemplo 4.13:

Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional con densidad conjunta:

cxzy six2§y§1

fx,y) ={ 0

fuera.

Calcular las densidades condicionales:

o fx.y) dxdy = 1= [1| [Lex?y dydx=1;c=21/4

oo 121 2L2(1—x%) sixe[-1,1]
f(x) 3 f(x,y) dy /x2 Xy dy {0 Fuera.

oo rar o, T2y siy€[0,1]
s)= [ steryan= [ R {5 o
Siyg € [O, 1],
fX/Y—7 (x) = f(x,50) _ %xzyo_S/2 six e [—\/y_o,—f—\/y_o]
-0 f(o) 0 fuera.
Sixg e [—1,1],
~ f(x0,y) iyxzt siy € [x5,1]
fy/x:xo(y) ~ f(xo) _{ 0 ' fuera.
Ejemplo 4.14:

Se elige un punto (x,y) al azar en el recinto S, tridngulo con vértices en (0,0),(1,1),(4,0).
Obtener:

a) La densidad conjunta.
b) Marginales.
c¢) Condicionales.

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos



4.2. Distribuciones condicionales 77

107§ -

[]H -\--\--\--\-"'ﬂ-.\_ -y 4 i
_ 06} ! B f’f 3
" 0.4 | e
0.2} I x"“--xh
0.0 ! e
0 1 2 3 4
X
a) La densidad conjunta.
k si(x,y)esS
flx,y) = { 0 ’
fuera.

[Jgf(x,y)dxdy = 1 = [[;kdxdy = k-Area(S) = 1; k = §

b) Marginales.

. fozdy=13 six € [0,1]

_x 4
fO = fledy=9q [T dy=—§+3 sixe[14)
0 fuera.
0= [ fley)de= / L[ 2 siyefod]
Y= e )X = y 27710 fuera.

c¢) Condicionales.
Siyg € (0, 1),

2 1 g _
fejyoy () =14 2720 = a=dg  OE €bo,=do+4 U(yo,—3y0 +4).
0 fuera.

Sixg € (0,1),

Sixg € (1,4),

1 _ 1

frixmat) = PP =
e 0 fuera. 3 4

Ejemplo 4.15:
Se elige un punto al azar en el recinto S definido por :

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos
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4.2. Distribuciones condicionales

S={(xy) eR*/(x—1)>+(y—2)* <9}

Calcular:
a) La densidad conjunta.

b) Marginales.
c¢) Condicionales.

Bl | el
_—
a) La densidad conjunta.
[k si(x,y)eS
fly) = { 0 fuera.
JIg f(x,y)dxdy = 1 = [[skdxdy = k-Area(S) = 1; k = 5~
b) Marginales.
oo 2+ 9f(x71)2L 24/9—(x—1)2 . B
f) = [  flxy)dy= b e 5y = = sixe 2.4
e 0 fuera.
Yoo 1+\/9—(y—2)2l 24/9-(y-2)? . B
10)= [ feyas= Doyampr e = e syel
- 0 fuera.

c¢) Condicionales.

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre

variables aleatorias. Ejemplos
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Siyp € (—1,5),

Y0

fuera.

Sixg € (—2,4),

rixoulo)= | BT R e ERNCE )
Y /X=xg —

0 fuera.

4.3 Independencia de variables aleatorias

Definicién 4.6:
Diremos que dos variables aleatorias X e Y son independientes si y solo si VA, B € c-dlgebra de
Borel en R se verifica:

P(X€AYeB)=P(X<€A)P(Y €B).

Podemos caracterizar la independencia en términos de la funcién de densidad en el caso absolu-
tamente continuo y de la funcién de probabilidad en el caso discreto.

Proposicion 4.1:

Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional con funcién de distribucién conjunta F(x,y) y
funciones de distribucién marginales F(x) y F(y). Entonces X e Y son variables aleatorias
independientes, si y solo si, Vx,y € R, F(x,y) = F(x)F(y).

Proposicion 4.2:

Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad conjunta P(X =i,Y = j),
i €1, j€Jymarginales P(X =1i),i €I, P(Y = j),j € J. Entonces X e Y son independientes si y
solosiVie LVjeJ,PX=i,Y =j)=PX =i)-P(Y =)).

Desde el punto de vista intuitivo, la tabla de probabilidad conjunta debe ser el resultado de
multiplicar los margenes.

Proposicion 4.3:
Sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente continuo con densidad conjunta f(x,y) y marginales
f(x)y f(y). Entonces X e Y son independientes si y solo si Vx,y € R, f(x,y) = f(x)f(y)

Proposicion 4.4:
Si X e Y son variables independientes entonces:
X/Yzyo =X y Y/X:xo =Y.

Demostracion caso discreto:

P(X =x/y_y,) = P()Ig(zyxfy:)y()) _ P(X;(x))i(y);):y()) = P(X =x).

Demostracion caso continuo:

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos
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FX ) = T = LG = 1),

El resultado es l6gico pues, bajo independencia, la informacién proporcionada por una variable
no modifica las verosimilitudes de los valores de la otra.

Ejemplo 4.16:

Se lanzan dos dados. Sea X la suma de puntos obtenidos e Y la diferencia entre los puntos del
primer dado y el segundo (con signo). Determinar si X e Y son variables aleatorias independien-
tes.

XY | -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 X
0 0 0 0 0 |1736| O 0 0 0 0 | 1/36
0 0 0 0 | 136 0 |[1/36 | O 0 0 0 |2/36
0 0 0 |[136| 0 |[1/36| 0 |1/36| O 0 0 |3/36
0 0 |13 0 |[1/36| 0 |1/36| 0 |1/36| O 0 | 4/36

0O |13 0 |[1/36| O |1/36| 0 |1/36| 0 |1/36| 0 |5/36
1736 | 0 (1736 | 0 |1/36| O | 1/36 | 6/36
0O |13 0 |[1/36| 0 |1/36| 0 |1/36| 0 |1/36| 0 | 5/36
0 0 |136| 0 |[1/36| 0 |[1/36| O |1/36| O 0 | 4/36
0 0 0 |13 0 [1/36| 0 |1/36| O 0 0 |3/36
0 0 0 0 | 136 0 |[1/36 | O 0 0 0 |2/36
0 [1736| O 0 0 0 0 | 1/36
Y | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36 1

No son independientes dado que P(X =x,Y =y) # P(X =x)P(Y =y). Ejemplo: P(X =2,Y =
—5)=0#P(X =2)P(Y = —5) = 352

Ejemplo 4.17:
Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional con densidad conjunta.

oo v v
—
~
(98
o)
)
(S,
~
(93]
o)
o

o
S
S
S
S

kx*(1—y) six?<y<l1

f(x,y)={ 0

fuera.

Determinar si X e Y son variables aleatorias independientes.

y

X e Y no pueden ser independientes ya que interdependen a través del recinto. Por lo tanto, si
el recinto no es rectangular, las variables no son independientes. Notese que, sin embargo, el

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos
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reciproco no es cierto. Es decir, aunque el recinto sea rectangular puede ocurrir que las variables
no sean independientes. Por ejemplo el vector (X,Y) con

flx,y) = { ](‘)(HY) six,y € [0,1]

fuera,

tiene como soporte (conjunto de valores con densidad estrictamente positiva) un cuadrado pero
X e Y no son independientes porque el polinomio x + y no puede factorizarse.

4.4 Generalizacion al caso n-dimensional

Sea 3" la o-algebra de Borel en R”, es decir, la familia de conjuntos generados a partir de maxi-
mos, minimos, uniones e intersecciones de los conjuntos de la forma [—oo, x| |x[—o0, x]x...x[—00, X},
cuando x1,xp,...,x, € R.

Definicion 4.7:
Llamaremos vector aleatorio n-dimensional (X, X3, ...,X,) a cualquier funcién definida en un
espacio probabilistico (Q,c(Q),P) y con valores en R":

(X1,X2,... %) : (Q,0(Q),P) > R"
0 — (X (0),X(w),...X,(0))

y que verifique que para todo x,x7,...,x, € R,

{o[X1(0) <x1,X (@) <x2,..,. X (0) <x,} = {X) <x1,X2 < x2,..., X, <X} € 6(Q).

Proposicion 4.5:
Si (X1,X2,...,X,) es un vector aleatorio n-dimensional, entonces X, X>, ..., X,, son n variables
aleatorias.

Como consecuencia es equivalente hablar de un vector aleatorio n-dimensional o de n variables
aleatorias.

Funcion de distribucion de un vector aleatorio n.-dimensional

Definicion 4.8:

Dado un vector aleatorio n-dimensional (X1, X>, ..., X, ) llamaremos funcién de distribucion de tal
vector a F : R" — R que asigna a cada (xy,xp,...,x,) € R", F(x1,x2,...,%,) = P(X] < x1,Xp <
X2, ...,Xn S Xn).

Algunas propiedades:

i) F(x1,%2,....,%) € [0,1] Vx1,x2,....,x, € R.

ii) F(x1,x2,...,x,) es no decreciente en cada variable, es decir, Vi = 1,2, ...,n si x; < x} entonces:

/
F(X],Xz,...,Xi_l,Xi,Xi+1,...,xn) SF(xl7x27"'7xi—17xi7xi+17"'7xn)~

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos
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i) lim lim ..... lim F(xy,x2,...,x,) = 1.
X| —ro0 xp—roo Xp—roo
v) lim lim ... lim F(xy,x2,...,x,) = 0.

X]—>—00X)——0° Xp—r—0°

Definicion 4.9:
Diremos que el vector aleatorio n-dimensional (X, X5, ...,X,) es discreto si X;,X3,...,X, son
discretas. En tal caso existe la llamada funcion de probabilidad conjunta del vector:

P(Xl =i1,Xp =1,....X, = in),i1 celh,ibeh,..i,cl,

Esta funcion satisface las dos condiciones siguientes:

i)Y PXi=i,Xo=ir....Xy=1iy) =1

R~
ii) P(X1 = i1, X0 = i2,.... Xp = i) > 0,Vi1, 2, ... in.

Ejemplo 4.18:

Lanzamos tres monedas. Sea X1, X, X3 los resultados de los 3 lanzamientos. Entonces, llamando
O acaray 1 acruz la funcién de probabilidad conjunta del vector (X, X>,X3) es:
PX;=0,X,=0,X3=0)=1/8

PX;=0,X=0,X3=1)=1/8

PXi=1,X=1X3=1)=1/8

Ejemplo 4.19:

Se extraen 4 cartas de una baraja espafiola con remplazamiento. Sea X; el nimero de oros, X, el
nimero de copas, X3 el nimero de bastos y X4 el niimero de espadas. La funcion de probabilidad
conjunta es:

4 NIV (VKN o _
P(Xlzi,X2:j7X3:k,X4:l):{ 8ﬂk!l!<4)l(4>}(4) (3)° s Z’J’k’1207l+]+k+fl_4
uera

) mmm@ stk 1> 04 k=4
0 fuera

Ejemplo 4.20:
Sea (X1,X>,X3) el vector tridimensional, nimero de unos, nimero de doses y nimero de treses
al lanzar 3 dados. Su funcién de probabilidad conjunta es:

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
variables aleatorias. Ejemplos
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31 1Ntk (N3 ik i L
P(Xi = i,Xs = j, Xy = k) — ARG (6) (3) sii,j,k=>0,i+j+k<3

0 fuera

Definicion 4.10:
Diremos que (X1, X, ...,X,) es un vector aleatorio absolutamente continuo cuando su funcién de
distribucién F(xy,x7, ...,X,) es continua, es decir:

lim lim ..... lim F(x1,x2,....,x,) = F(ay,az,...,a,) € R.
X1—ajp xp—ap Xp—>ay

Entonces existe una funcién f(xy,x,...,x,) llamada funcién de densidad tal que:

X1 X Xn
F(xl,xz,...,xn):/ / / f(tl,tz,....,l‘n) dtydt....dt,.

En consecuencia: an
f(xl,xz,...,xn) = mF(Xl,Xz,...,Xn).
yaen n

Entonces, VA C R, P(A) = [[ ... [, f(x1,%2,...,x,) dx1dXy....dx,.
f(x1,x2,...,x,) Satisface:
i) f(x1,%2,...;xn) > 0,Vx1,...,x, € R

if) ﬂ...fR,,f(xl,xz,...,xn) dxidxy....dx, = 1.

Ejemplo 4.21:
Sea (X,Y,Z) el vector aleatorio tridimensional absolutamente continuo con densidad uniforme
en la esfera de radio 1.

—
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L

Dado que 1 = ﬂfEk dxdydz = k-volumen(E) =k - 4?” = k= %

Distribuciones Marginales

En el caso n-dimensional el concepto de distribucién marginal es mas amplio que en el caso
bivariante ya que aqui se incluirdn las distribuciones de todos los subvectores y no solo de los
univariantes. Es decir, llamaremos distribucién marginal de (X}, X5, ....X},) a cualquier subvector
(Xi,, Xy, .., Xi,) con iy, in,....ir € {1,2,..n} yr <n.

Caso discreto. Si el vector (X, X5, ....X,,) es un vector discreto y P(X; = k1, Xo = k,... X, =
ky) paraky € I1,ky € I, ..., k, € I, es la funcién de probabilidad conjunta, para obtener la funcién
de probabilidad del vector marginal (X;,,X; X;.) sumaremos en todos los valores de todas las
variables diferentes de X;1,Xp, ..., X;,

Ejemplo: 4.22
Sea (X1,X>,X3) el vector “nimero de veces que salen el 1, el 2 y el 3 al lanzar 3 dados™. La
funcién de probabilidad conjunta es:

19 Dy ey

31 1Nid itk 1\3—i— i—k . .
PX)=iY =jZ=k) =3 MkE-i==h! (6) () sii,j,k>0,i+j+k<3
0 fuera
Marginales
PX=i)= ZP(X1 =i, X0 =j,X3=k) = Z 3! (l)i+j+k<l)3—i—j—k
’ ’ ik (3—i—j—k)!'6 2

Jk Jk

11,1 3! 11
BT Yy Ty el

11, 3l 3—i)! 11
=) E((3—i)!)%jzk!(3—i—j—k)!(§) )

1, 15,1, 30 1 1 5 3\ 55,1, 1
= (=)(= — — 4+ —41 = — — Bin(3. =
Y, por simetria:
1

Y Bin(3, —
~> Bin( ,6),

1
Z~ Bin(3,-).

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
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Caso continuo. Si (X,...,X,) es un vector absolutamente continuo con densidad f(xy,...,x,)
entonces la densidad de cualquier subvector marginal (X;,,...,X; ) se obtendrd integrando en las
restantes variables.

Independencia

Dado un vector aleatorio n-dimensional (X, X, ....X,), diremos que las variables X, X5, ....X,
son variables independientes si y solo si VB},Bs,...,B, C B (o-dlgebra de Borel en R) se
verifica:

n
P(X, € B1,X; € By,.... X, € B,) = [ [ P(Xi € B;)
i=1

Caracterizacion de la independencia

Proposicion 4.6:

Sea (X1,Xa,....X,) un vector aleatorio n-dimensional con funcién de distribucién conjunta
F(x1,x2,....x,) y marginales F(x1),F (x2),....F (x,). Entones las variables X}, X5, ....X,, son inde-
pendientes si y solo si

n

F(x1,x2,....xp) = HF(xi), VX1, X2,e0s Xn € R
i=1

Proposicion 4.7:
Sea (X1,X3,....X;) un vector aleatorio n-dimensional discreto con funcién de probabilidad
conjunta P(X; = i1,Xo = ip,...Xy = ip),i1 € I1,...,i, € I, y marginales P(X; = i}), i € I1,...,
P(X, = ip), in € I,. Entonces X;,X5,....X,, son variables aleatorias independientes si y solo
si

P(X;=i,Xo =i2,...X, = iip) HP =1i;),i1 €l1,.csin €1,

Proposicion 4.8:
Sean Xj,X>,....X, variables absolutamente continuas con densidad conjunta f(xj,x7,...,X,).
Entonces X1, X>, ....X,, son variables aleatorias independientes si y solo si

n
flxr,x0,..xn) = Hf(xi) Vx1,Xx2,...X, € R
i=1

Ejemplo 4.22:
Se lanzan de tres monedas. Sea X; = 0 S,l Cruz i=1,2,3.
1 siCara,
P(Xy =a,X, =b,X3=c)=1/8,VYa,b,c € {0,1}
luego,

1
P(Xi=a)=) PX1=a,X,=bXs=c) = 4§ =

1
b,c 2

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
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Entonces,
X| = 0 1/2
1 1/2
Y por simetria:
0 1/2
X, =
2 { 1 1/2
X; = 0 1/2
1 1/2

X1, X2 y X3 son independientes.

Ejemplo 4.23:
Sea (X1,X>,X3) un vector absolutamente continuo con densidad:

£ ) e MR8 6ixy,x,x3 >0
X1,X2,X3) =
bA2 0 fuera.

Entonces,

Jo o e T B dndxy = [ e dxy [ e S dxs = sixg >0

foa) = { 0 Sfuera

Por simetria:
e 8ixy >0

flx) = { 0 fuera

e ™ six3>0

flxs) = { 0 fuera

Por tanto, f(xy,x3,x3) = f(x1)f(x2)f(x3) Vx1,x2,x3, por lo que podemos afirmar que X;,X; y
X3 son variables aleatorias independientes.

Ejemplo 4.24:
Sea (X1,X3,....X,) un punto seleccionado al azar en el cubo 0 < x; <1,0<x <1,0<x3 <
1.

Iy

Tema 4. Distribuciones de varias variables aleatorias. Distribuciones conjuntas y marginales. Independencia entre
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Entonces,
1 si(xg,x3,x3)€S

Sl x3,x3) = { 0 fuera.

Flry) = fol fol 1dxydxs =1 six; €(0,1)
0 fuera

Por simetria

F(x2) :{ 1 six;e(0,1)

0 fuera

[ 1 sixze(0,1)
flxs) = { 0 fuera

Por tanto, f(x1,x3,x3) = f(x1)f(x2)f(x3) Vx1,x2,x3, por lo que X;,X, y X3 son variables aleato-
rias independientes.
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Tema 5

Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de va-
riables aleatorias. Covarianza. Correlacion. Transformaciones lineales de
variables aleatorias.

Definicion 5.1:
Dado un v.a. n-dimensional (X1, X3, ..., X,) llamaremos vector de medias o vector de esperanzas
al vector (EX1,EX>,...,EX,), donde

Z JP(X;=j)  siX;esunav.a.discreta
EX; = JjeJ
J= xif(x;) dx siX; es una v.a. continua.

Ejemplo 5.1:
Se lanzan dos dados. Sea X el minimo de los puntos obtenidos en ambos dados e ¥ el méximo.

XY | 1 2 3 4 5 6 X
1/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 11/36

0 | 1/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 9/36

0 0 | 1/36 | 2/36 | 2/36 | 2/36 | 7/36
1/36 | 2/36 | 2/36 | 5/36
0 0 0 0 | 1/36 | 2/36 | 3/36
0 0 0 0 0 1/36 1/36

<l N AW N~
o
o
o

1/36 | 3/36 | 5/36 | 7/36 | 9/36 | 11/36 1
11 9 1 9
EX=1—4+2-—+..+6- —=—
36+ 36+ N 36 4
1 3 11 161
EY =1 — 42 > b 46— = —
36+ 36+ * 36 36
9 161
EX EY)=(-,—
( Y ) (47 36)

Ejemplo 5.2:
Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional con densidad conjunta.

cx?y six®<y<l1

fx,y) :{ 0

fuera

88
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1.0 0.5 0.0 0.5 0

[fez fey) dxdy = 1= ['| [Lex?y dydx=1;c=21/4

AR -2 sixe[-1,1]
f00) = { O8 fuera.
[ DAy osiye[-0,1]
F) = { (2) fuera.

1
EX:/x~f(x)dx:/_ x(%xz(l—x4)dx20

1
1
EY:/y-f(y)dy=/0 y(7y2\/§)dx:g
(EX,EY) = (0, g>

5.1 Propiedades de la Esperanza Matematica

i) Si g(X,Y) es funcién de las variables aleatorias X e Y entonces:

[ g(x,)f(x,y) dxdy si X,Y continuas
E(s(X,Y)) = ZZg(i,j)P(X =i,Y=j) siX,Y discretas.
ij

ii) La esperanza es lineal, es decir, Va,b € R y V X,Y variables aleatorias, E(aX +bY) =
aEX +DEY .

Demostracion:

E(aX +bY) = [[(ax+Dby)f(x,y)dxdy =a [[ xf(x,y) dydx+D [[ yf(x,y) dydx=a [ xf(x) dx+
b [yf(y) dy=aEX +DEY.

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
Correlacién. Transformaciones lineales de variables aleatorias.
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El resultado se generalice sin dificultad (por induccién) para X1, ..., X, variables aleatorias con
esperanza finita y a1, ...,a, € R, obteniendo que

E(a1X1 + ... —|—aan) =a1EX|+...+a,EX,.
iii) Si X e Y son variables aleatorias independientes entonces EXY = EXEY .

Demostracion:
EXY = [[xyf(x,y) dxdy = [[ xyf(x)f(y) dxdy = [xf(x) dx [ yf(y) dy = EXEY.

Ejemplo 5.3:

Retomando el ejemplo anterior, donde (X,Y) es un vector aleatorio bidimensional con densidad
conjunta:

%xzy six?<y<l1

f(x,y) :{ 0

fuera,

y el vector de esperanzas es (EX,EY) = (0, %) entonces,
7 7
E(2X +3Y)=2EX +3EY = 2(0)+3§ =3

5.2 Momentos de un vector bidimensional respecto a un punto, respecto al origen
y respecto a la media

Definicion 5.2:
Dado un vector aleatorio bidimensional (X,Y) llamaremos momentos de orden r, s respecto al
vector (a,b) € R? a:

Oys(a,b) =E[(x—a)"- (Y —D)*].

En particular si a = 0,b = 0, 0.4(0,0) recibe el nombre de momento de orden (7, s) respecto del

origen.
ar7s<0,0) — E(Xr . YS)

Ysia=EX,b=EY, a.EX,EY) recibe el nombre de momento de orden (r,s) respecto de la
media.
s (EX,EY) = E((X —EX)"- (Y —EY)").

Los momentos respecto a la media se pueden expresar siempre en funcién de los momentos
respecto al origen.

Ejemplo 5.4:

020(EX,EY)=E((X —EX)*)=E(X*>+E?X —2X -EX)=EX?+ E’X —2EXEX = EX* —E’X
= 012,0(0,0) — 0 (0,0).

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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Definicion 5.3:
Dado un vector aleatorio (X,Y) se llama covarianza de (X,Y), notada Cov(X,Y ), al momento
de orden (1, 1) respecto a la media:
Cov(X,Y) = oy 1 (EX,EY) = E[(X — EX)(Y — EY)]
Proposicion 5.1:

Cov(X,Y) = EXY — EXEY para todo vector (X,Y) siempre y cuando exista tanto EXY como
EXyEY.

Demostracion:

COV(X,Y) :E[(X—EX)(Y—EY)] :E[XY—XEY—YEX-i-EXEY]
=FEXY —EXEY = OCLl(O,O)—OCL()(O,O)-(X()’l(O,O)

Propiedades de la covarianza:
i) La covarianza es simétrica, es decir, Cov(X,Y) = Cov(Y,X).

Demostracion:
Demostracion trivial a partir de la definicion.

ii) Si X e Y son variables aleatorias independientes entonces su covarianza es nula.

Demostracion: Es trivial pues si X e Y son independientes, EXY = EXEY . Entonces,
Cov(X,Y)=EXY —EXEY =EXEY —EXEY =0

iii) El reciproco no es cierto, existen variables con covarianza nula y que no son independien-
tes.

Contraejemplo Sean X e Y la suma y diferencia de puntos al lanzar dos dados.

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
Correlacién. Transformaciones lineales de variables aleatorias.
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XY | -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 X.
2 0 0 0 0 0 | 1736 | O 0 0 0 0 | 1/36
3 0 0 0 0 | 1736 0 |[1/36 | O 0 0 0 |2/36
4 0 0 0 |13 0 [1/36| 0 |1/36| O 0 0 |3/36
5 0 O |1/36, 0 |136| 0 [1/36| O |1/36| O 0 | 4/36
6 0 |[136| 0 |[1/36| 0 |1/36| 0 |1/36| 0 |1/36| 0 |5/36
7 (136 0 | 136 0 |1/36| 0 |1/36| O |1/36 | O | 1/36 | 6/36
8 0 |13 0 (136 0 |1/36| 0 |1/36| 0 |1/36| 0 | 5/36
9 0 0 |13 0 |[136| 0 |[1/36| O |1/36| O 0 | 4/36
10 0 0 0 |13 0 [136| 0 |1/36| O 0 0 |3/36
11 0 0 0 0 |136| 0 |[1/36 | O 0 0 0 |2/36
12 0 0 0 0 0 | 1736 | O 0 0 0 0 | 1/36
Y. | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36 1

I 1 1 1
EXY = wPX=xY=y)=2-0-—+3-(-1)- —=+3-1- —+..412:0- — =0
Z; 36 36 36 36
1 2 2 1
EY =Y yP(Y =y)=—5 —+(—4) —+ .. 4+4-—+5.— =0
;y( 2 36 T et tAgg g

Cov(X,Y)=EXY —EXEY =0—0 =0y sin embargo las variables no son independientes.

iv) La covarianza es bilineal, es decir, si a,b,c,d, e, f € Ry X;.X»,X3,X4 son variables aleatorias,
entonces la covarianza Cov(aX) +bX, + ¢,dX3 +eXq + f) = adCov(X1,X3) + aeCov(X1,Xs) +
bdCov(X,,X3) + beCov(X>,X4).

Demostracion: Cov(aX| +bX,+c,dXs+eX4+ f) = E(aX| +bXs+¢)(dXs+eXy+ ) —E(aX; +
bX, + C)E(dX3 +eXy+ f) = E(adX1X3 +aeX1 Xy +afX) +bdXo Xz +beXoXq +bf Xy + cdX3 +
ceXy +Cf) —E(aX1 +bX; —|—C>E(dX3 +eXy —|—f) = ad(EX1X3 —EX]EX3) —|—ae(EX1X4 —EX]EX4) +
bd(EX2X3 —EXzEX3) +b€(EX2X4 —EXzEX4) = adCOV(Xl ,X3) +aeC0v(X1 ,X4) +de0v(X2,X3) +
beCov(X5,X4)

Ejemplo 5.5:
Si Cov(X1,X3) = =2, Cov(X1,X4) = 1, Cov(X,X3) =0y Cov(X>,X4) = —2, entonces,

COV(3X1 +4X,+1,-2X3 —3X,+ 5) =3. (—2)COV(X1 ,X3) +3. (—3)COV(X1 ,X4)
+4 - (—2)COV(X2,X3) +4. (—3)COV(X2,X4) =27

v) V variable X, Cov(X,X) = Var(X).

Demostracion: Cov(X,X) = EXX — EXEX = EX? — E’X = Var(X).

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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vi) Var(aX +bY) = Cov(aX +bY,aX +bY) = a*Var(X) +b*Var(Y) +2abCov(X,Y).
Demostracion:

Var(aX + bY) = Cov(aX + bY,aX + bY) que usando la propiedad de bilateralidad anterior,
a’Cov(X,Y)+b*Cov(X,Y)+abCov(X,Y)+baCov(X,Y) = a*Var(x)+b*Var(Y) +2abCov(X,Y).

vii) La covarianza puede tomar valores positivos, negativos y nulos. La covarianza es positiva
cuando al aumentar el valor de una variable tambien aumenta el valor de la otra y toma valores
negativos en el caso contrario.

Ejemplo 5.6:
Se extraen 3 cartas de una baraja espanola con remplazamiento. Sea X; el nimero de oros y X»
el nimero de copas. Calcular la Cov(X;,X3).

3L (Dyiclyj Y- G i>0i4+ <3
P(X, :i,Xzzj):{ 8”(3—1—1)’(4) @) e fie_ra

E(X1X2) :O-O-P(Xl :0,X2:0)+0-1-P(X1 =0,X; = 1)

+...+3-0X;=3,X,=0)=3/8
Xy~ B(3,1/4), X ~ B(3,1/4) = EX, = EX, — 3 /4

3
COV(Xl,Xz) == EX1X2 —EX1EX2 == —E S 0.

La covarianza debe ser negativa, pues cuantos mds oros se obtengan menos copas se podrian
obtener.

Ejemplo 5.7:
Una secretaria escribe n cartas y las direcciones en n sobres, luego introduce las cartas en los
sobres al azar. Calcular la probabilidad de que al menos una carta llegue a su destinatario.

Sea,
{ 1 si la carta i llega a su destinatario
X; =

0 silacartaino llega a su destinatario.

Calcular la Cov(X;, X;)Vi # j.

Sea A; el suceso "la carta i-esima llega a su destinatario", pudiendo llegar también otras cartas.
Por tanto A,A», ...,A, no son sucesos mutuamente excluyentes. El suceso que al menos una carta
llegue a su destinatario es U;_ | A;. Para calcular su probabilidad usaremos el llamado principio
de inclusién-exclusion.

Primero se suman las probabilidades de los n sucesos individuales. Luego, se resta la suma
de las probabilidades de las intersecciones de todos los pares posibles del sucesos (que serdan
(g)), posteriormente se suman las probabilidades de las intersecciones de tres sucesos (de los

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
Correlacién. Transformaciones lineales de variables aleatorias.
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cuales hay (g’)) y asi sucesivamente hasta que finalmente se suma o se resta la probabilidad de la
interseccion de los n sucesos, dependiendo de si z es un ndmero impar o par, es decir, el dltimo
término sera: (—1)"*P(A},A,,...,A,). Entonces,

P(U?zlAi)ZiP(Ai)—iP(AiﬂAj)Jr ..... + (=) P(A NAL N .....NAy).

i=1 i<j

Se tiene que: para i = 1,...,n, P(A;) = (”;!])! = % Para i < j, i,j € {1,...,n}, P(AiNA;) =
D! L Parai < j <k i j,k€{l,..,n}, P(AiNA;NA,) = L — D

n! n(n—1)"
sucesivamente. Entonces,

P(ULy) :”%_ (Z)ﬁJr (;l) n(n—li(n—2>

1 1 1
+...+(—1)”“E =1ttt (1) n—ool—e1=0,6321

La serie converge muy réapidamente por lo que la probabilidad no depende (apenas) de n.

y asi

Para calcular Cov(X;,X;) necesitamos conseguir la distribucion de X;, la de X y la de X;X;.

=1
0 en otro caso,

andlogo para X ;. Entonces, utilizando los resultados anteriores, la distribucion de X;, i = 1,...,n,
y la distribucion de

1
vox. =41 P(AN4;) _ |1 2T
v 0 1—P(A;NA)) 01—

n(n—1"

de donde E(X;-X;) = —— y E(X;) = E(X;) = 1. Luego,

Cov(X1.X;) = E(X; X)) —EX)E(Y) = —— 111~
ONALA)) = B n(n—1) nn n*(n—-1) ="

5.3 Correlacion lineal entre variables

En probabilidad y estadistica, la correlacion lineal indica la intensidad y la direccion de una
relacion lineal entre dos variables aleatorias. Se considera que dos variables cuantitativas estan
linealmente correlacionadas cuando los valores de una de ellas se pueden obtener de manera
aproximada como una funcién lineal de los valores de la otra. La correlacion entre dos variables
no implica, por si misma, ninguna relacién de causalidad.

Definicion 5.4:
Dado un vector aleatorio (X,Y) llamaremos coeficiente de correlacién lineal de X e Y notado
p(X,Y)a:

Cov(X,Y)
X,Y) = .
Pl ) \/Var(X) \/Var(Y)

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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5.3.1 Propiedades del coeficiente de correlacion

El coeficiente de correlacion verifica las siguientes propiedades.

i) Sean a, b, c¢,d € Ry sean X e Y variables aleatorias, entonces |p(aX +b,cY +d)| = p(X,Y).
En particular, si ac >0, p(aX +b,cY +d)=p(X,Y),ysiac <0,p(aX+b,cY +d)=—p(X,Y).

Demostracion:

B Cov(aX +b,cY +d) B acCov(X,Y)
plaX +b.cV +d) = V/Var(aX +b)+/Var(cY +d) N Va2Var(X)\/c2Var(Y)
_ acCov(X,Y) (XY

alar®dyvarm P

y sera positivo si ac > 0; por el contrario, sera negativo si ac < 0.
ii) VX,Y variables aleatorias, —1 < p(X,Y) < 1.

Demostracion:
A partir de X e Y definimos dos nuevas variables, las tipificaciones de X e Y

*

X-EX _, Y—EY

/Var(X)’ ! /Var(Y)’

que verifica que EX* = EY* =0y VarX* = VarY* = 1 Por la propiedad i) sabemos que

p(X,Y)=p(X',Y*) ya que en este caso:
1

_ 1 _
a—\/myc \/Wyportantoac>0,

Cov(X*,Y™) _ Cov(X™*,Y™)

*

PO = NarX ) NVarry 11 Cov(X™,¥7)

Ademds

Var(X*+Y*) =Var(X*)+Var(Y*) +2Cov(X*,Y*) =2+ 2Cov(X*,Y™),
Entonces,

0<2+2Cov(X*,Y*) = Cov(X™,Y") > —1

Paralelamente,

Var(X* —=Y*) =Var(X*)+Var(Y") —2Cov(X*,Y*) =2 —2Cov(X*,Y™).
Por lo que,

0<2—-2Cov(X*,Y*) = Cov(X™,Y") < 1.

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
Correlacién. Transformaciones lineales de variables aleatorias.



5.3. Correlacion lineal entre variables 96

iii) Si dos variables X e Y son independientes entonces:

_ Cov(X,Y) _
V/Var(X)y/Var(Y)

Sin embargo el reciproco no es cierto. Como ya hemos visto en el ejemplo de la suma y diferencia
de puntos al lanzar dos dados.

p(X.Y)

Interpretacion del coeficiente de correlacion lineal

El coeficiente de correlacion lineal se interpreta como el grado de dependencia lineal existente
entre dos variables aleatorias. Cuanto mds grande sea su valor en médulo mas grande serd la
dependencia lineal. El signo solo afecta al tipo de relacién entre las variables. El signo positivo
indica que cuando una variable incrementa su valor, también lo hace la otra. Por ejemplo la renta
y el consumo.

El signo negativo indica que cuando una variable incrementa su valor la otra disminuye. Por
ejemplo, tipos de interés y consumo.

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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Si p = =£1, X e Y presentan dependencia lineal exacta. Una variable puede ser exactamente
pronosticada a partir de la otra. Ejemplo, la fuerza y la aceleracion para una masa fija, F =m-a,
segun la ley de Newton. Pero este tipo de situaciones frontera no interesan en estadistica porque
realmente no corresponden a fendmenos aleatorios, sino a fendmenos deterministas.

Por el contrario, si p = 0 el grado de dependencia lineal es nula. Y una de las variables no se
podra predecir ni siquiera de forma aproximada, a partir de la otra.

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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5.4 Cambio de variable

Dado un vector aleatorio bidimensional (X,Y) con densidad estrictamente positiva en S € R?
con distribucién conocida, se obtiene un nuevo vector aleatorio bidimensional (U,V) mediante
las transformaciones: U = g1(X,Y) y V = g2(X,Y), de tal forma que (U,V) € T si y solo si
(X,Y)€Ss.

Caso discreto

Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad conjunta P(X = i,Y = j),
VielyVjelJ. Sea un nuevo vector (U,V) = (g1(X,Y),g2(X,Y)). Entonces la funcién de
probabilidad de (U,V) vendra dada por:

(17])/g1 (i7j):M7g2(i7j):V

Ejemplo 5.8:
Sea (X,Y) el vector aleatorio minimo y maximo de puntos al lanzar dos dados, y sea: U = X /Y
yvV=|X-Y|

La funcion de probabilidad de (U, V) sera:

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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uv | o0 1 2 3 4 5 U
1 | 6/36 0 0 0 0 0 | 6/36
172 0 2/36 | 2/36 | 2/36 | O 0 | 6/36
1/3 0 0 236 | 0 |2/36| 0 |4/36
1/4 0 0 0 [236| O 0 |2/36
1/5 0 0 0 0 [236| 0 |2/36
1/6 0 0 0 0 0 |2/36 | 2/36
2 0 0 0 0 0 0 0
2/3 0 2/36 | 2/36 | O 0 0 | 4/36
2/5 0 0 0 |236| O 0 | 2/36
3 0 0 0 0 0 0 0
372 0 0 0 0 0 0 0
3/4 0 2/36 0 0 0 0 |2/36
3/5 0 0 236 | O 0 0 |2/36
4 0 0 0 0 0 0 0
4/3 0 0 0 0 0 0 0
4/5 0 2/36 0 0 0 0 | 2/36
5 0 0 0 0 0 0 0
572 0 0 0 0 0 0 0
5/3 0 0 0 0 0 0 0
5/4 0 0 0 0 0 0 0
5/6 0 2/36 0 0 0 0 |2/36
6 0 0 0 0 0 0 0
6/5 0 0 0 0 0 0 0
V | 6/36 | 10/36 | 8/36 | 6/36 | 4/36 | 2/36 | 1

Caso absolutamente continuo

Teorema Jacobiano Sea (X,Y) un vector aleatorio absolutamente continuo con densidad f(x,y)
estrictamente positiva en el recinto S C R?. Sea (U, V) una transformacién continua y biyectiva
de (X,Y). Entonces la densidad de (U,V) es:

g(u,v) = { Soey) (elu,v), y(u, )| si(w,v) €T

0 fuera.

donde (x(u,v),y(u,v)) es la transformacion inversa (escribir x,y en funcién de (u,v))

@@'
9

y T es el recinto transformado de S biyectivamente.

Ejemplo 5.9:
Sea (X,Y) el vector aleatorio bidimensional con densidad uniforme en el cuadrado (0,0), (0, 1),

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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(1,0), (1,1). SeaU = § y V = X -Y. Calcular la densidad de (U,V) y las marginales de U y
V.

(0,1) : (1,1)

{0,0) (1,0

Figura 5.1: Recinto S

1 si(xy)eS
flxy) = { 0 fuera

transformacion directa:
u=x/y,v=x-y

transformacion inversa:

X=\V-u,y=+/v/u

Restricciones del recinto T:

0<x<1,0<5y<1=0</v-u<1,0< v/u§1:>0§u,O§v§1,v§$,v§u

V 3 .I".
: A u=v
o | \\ e —
f e W0 et
|:————J—:';:-=-.e-_'_"é__———————
[ T v=1/u
™
: 0.5 1.0 1.5 20 |
Densidad conjunta:
RVA Vi
2 2y L, 1 _ 1
\/— ; 1 4u + du — 2u
>) 2y

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza
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Marginales:
fojziudv:% siu € [0,1]
flu)= fo/uludv:ﬁ siu>1
0 fuera.
fv)= fvl/vzl—u du = %(—lnv—lnv) =—Ilnv sive(0,1)
0 fuera.
Ejemplo 5.10:

Sea (X,Y) el vector aleatorio bidimensional con densidad uniforme en el cuadrado (0,0), (0, 1),
(1,0), (1,1). Calcular la densidad de U = X +7Y.

Aqui la transformacion no preserva la dimension, pues estamos pasando de dos variables X e Y a
una sola U. Para poder aplicar el teorema jacobiano necesitamos utilizar una variable auxiliar
(que elegiremos lo mds sencillamente posible). Cuando hayamos hecho la transformacién de
(X,Y) a (U,V) el problema quedara resuelto calculando la marginal de U.

Utilizamos la variable auxiliar V = X, por ejemplo.

Fly) = { (1) si (x,y) €S

fuera.

transformaciones directas:
U=x+y,v=x

transformaciones inversas:
X=Vv,y=u—v

Restricciones del recinto T:

0<x<1,0<y<1=20<5u<2,0<v<1,0fu—v<l=u>v,v>2u—1

ra

)

L
-
= L

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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Densidad conjunta:

0 1
J= =1
e
[ 1 =1]=1 si(uyv)eT
fluv) = { 0 fuera.
Marginal de U:
Joldv=u siuc(0,1)
f)y=< [l 1av=2—u siue(1,2)
0 fuera.
Ejemplo 5.11:

Sea (X,Y) el vector aleatorio bidimensional con variables independientes tales que:

e six>0

ﬂ”:{o fuera.

e” siy>0

ﬂ”:{o fuera

SeaU =X+Y yV =X —Y. Calcular la densidad conjunta (U, V) y sus marginales.

Como las variables son X e Y son independientes, entonces se puede calcular la funcién de
densidad conjunta como el producto de las densidades marginales:

f3) = Fx)-F0) = { ") six20y20

0 fuera.

Transformaciones directas:

Transformaciones inversas:

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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Restricciones del recinto T:

u+v u-+v
0<x,0<y=0< > ,0< > ,wu>0=0<u,u>—-v,u>v
u=v
% ;ff
. -
e ) s -___.-fd.
2 1 .-"'f e, 2
.-"'f 1 -
-
.-"'f## B ) =
.-"'f s
g u=-v
Densidad conjunta:
11
J:‘? 2 =1 11
5 —3 4 4 2

_ f(x, )(x(uvv)vy(uvv))|‘]|:eiu'|_l|:leiu si (M,V)GT
fluv) = 0 ’ v fuera.

Marginales:

dv=ue ™ siu>0

fuera.

fwe_”-%du:%e_v siv>0
fV) =< [Te " Jdu=3e" siv<O0
0 fuera.

Ejemplo 5.12:
Sean X e Y variables aleatorias independientes, ambas con distribucién exp(1). Calcular la

densidad conjunta y las densidades marginales de U = XXW yvV=X+Y.

e six>0

f0) = { 0 fuera

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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{5 40

0 fuera

Como las variables son X e Y son independientes:

fOoy)=fx)-fy) =

e ) §ix>0,y>0
0 fuera

transformaciones directas:

transformaciones inversas:
x:u-v,y:v—uv

Restricciones del recinto T:

0<x,0<y=0<u<l,0<y

Densidad conjunta:

vt =v(l—u)+uv=v

J=
‘—v 1—u

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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Fluv) _{ (e)_v-|v| =v-e’ si(uv)eT

fuera.
Marginales:
oo oo
f(u):/ v-evdv:/ x-e " dx
0 0
+oo .
dv=e~* dx, v—=e™* _ _ 1 siue|0,1]
:uV:x’edu:);xv e x+/0 ¢ dx= { 0 fuera.
U~U(0,1).
flv-e’vduzv-e’v siv>0
fv)y=q =7 ~T(2,1).
0 fuera
Ejemplo 5.13:

Sean X e Y variables aleatorias con funcién de densidad conjunta

f 2x+y) si0<x<y<I
fly) = { 0 fuera.

Calcular la densidad de U = X +7, eligiendo V = X como variable auxiliar.

. XK=y
5 |~

1.04 G- = ----_;,..|/___

' T

transformaciones directas:

U=x+y,v=x
transformaciones inversas:

X=v,y=u—v

Restricciones del recinto T:

0<x<y<1l=2v<u—0<u—v<1=20<u<2,ul+v,u>2vw

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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u=2v '

f I -
R e
05| e

| o e

05 | 05 _~10 15 20
0.5 u
- ui‘lw
Densidad conjunta:
0 1
J= =—1
e

f(u,v):{ gu-|—1|=2u si (u,v) €T

fuera.
Marginales:
[ 2udv=u’ siue (0,1)
flu)= [ 2udv=2—u)u siue(1,2)
0 fuera.
) = o 2udu=1-2v-3? sive(0,1)
0 fuera.
Ejemplo 5.14:

Repeticion del ejercicio anterior eligiendo esta vez V =Y como variable auxiliar.

transformacion directa:

U=X+Y,V=Y
transformacion inversa:

Y=V,X=U-V

Restricciones del recinto T:

0<u<2,u—v<v—=>u<20,0<v<1,0<u—v<l—-u<l+v,u>v.

[ ~
v I o

; u=v ~

I -

I -
lH--——=--— ;—,-J—, ————— =
0.5] /”f, - u=2v

= | 0.5 1.0 20
u

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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Densidad conjunta:

1 -1
J= =1
o
f2u—v+v)|[l|=2u si(u,v)eT
fluv) = { 0 fuera.
Densidad de U:

féqudv:uz siue (0,1)

fu)=1 fy2udv=u2—u) siue(1,2)

0 fuera.

Cambio de variable en el caso N-dimsional

En el caso continuo y para transformaciones biyectivas, se dispone del teorema jacobiano n-
dimensional.

Teorema Jacobiano Sea (X, ...,X,) un vector aleatorio n-dimensional absolutamente continuo
con densidad f(xy,....,x,) > 0si (x1,....,x,) € S. Y sea g(X1,.....X,) = (Y1, ....,Y,) una transfor-
macién continua y biyectiva de (Xi,....,X,) en (¥1,....,¥,) que aplica S en T. Entonces,

) S ) 1O ) Xa O s 9n), ) WSt (1) €T
0 fuera.

En general, el teorema Jacobiano en el caso n-dimensional es de dificil aplicabilidad. En de-
terminadas situaciones, sin embargo, es muy Uutil conocer la distribucién de ciertas variables
de un vector n-dimensional y no siempre se utiliza el teorema Jacobiano, a veces, por falta de
biyectividad o por tratarse de casos discretos.

Ejemplo 5.15:

Sea (X1,X3,....X,) un vector aleatorio n-dimensional de variables independientes tales que
cada variable X; ~ B(1, p) (sigue una distribucién de Bernoulli), i = 1,...,n. Consideramos las
nuevas variables Y = max{X1,Xs,...X, }, Z = min{X;,Xa, ....X, }. Calcular distribucién de Y y
de Z.

Distribuci(’)nnde Y:
PY=0)=]]PXi=0)=(1—-p)",P(Y =1)=1—(1—p)".
i=1

Distribuci(’)nnde Z.
Pz=1)=]]PXi=1)=p".P(Z=0)=1-p".
i=1

Tema 5. Esperanza de vectores aleatorios. Esperanza de sumas y productos de variables aleatorias. Covarianza.
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Ejemplo 5.16:

Consideramos un sistema electronico formado por 4 componentes que funcionan independiente-
mente unos de otros. Sea 7; la variable aleatoria “tiempo de vida del i-ésimo componente” para
i=1,2,3,4. Supongamos que los componentes son iguales y que por tanto las cuatro variables
estdn igualmente distribuidas con funcién de distribucién F(¢) y funcién de densidad f(¢). Sea
T la variable aleatoria "tiempo de vida del sistema". Determinar la funcién de dstribucion de 7'y
su funcion de densidad si:

a) El sistema estd montado en serie.
D) El sistema estd montado en paralelo.

Aplicar al caso particular de distribuciones exponenciales para el caso de los tiempos de vida de
los componentes.

a) Sea T el tiempo de vida del sistema montado en serie (falla el sistema cuando falla un
componente). T = min{T1,T», 13,14},

Fr(t)=P(T <t)= P(l Iln%% 4{T} <t)=1-P( 7r1n%1§ 4{T} >1)

4
i=1

14‘[ P(T;<t)]=1-[1—-F(@)]*

i=1

frt) =FL(t) =4[1 = F(t)]?- f(¢). Si T; ~ exp(A), i = 1,2,3,4, entonces,
oM i
/le Ast—{l e sit>0
fuera.

deMPBhe M sit>0 Ahe M sit >0
s ={ g 0 - >

47
0 fuera 0 fuera. ~ exp(44)

b) Sea U el tiempo de vida del sistema montado en serie (falla el sistema cuando falla el ultimo
componente). U = max;—; 23 4{7;}

Fy(u)=P(U <u) = P(l I{lézl)é 4{T} <u)=P(N <u,Dr <u,T3 <u,Ty <u)

ﬁ P(T; <u) (t)]4
i=1

fu(u) = F/,(u) = 4[F (w)> f(u). Si T;~ exp(A), i=1,2,3,4,

4(1—MPe M siu>0

Ju(u) = { 0

fuera.
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Propiedades de una muestra aleatoria. Conceptos basicos de muestras alea-
torias. Sumas de variables aleatorias de una muestra aleatoria. Muestreo
de una distribucion normal: propiedades de la media y varianza muestra-
les y las distribuciones t de Student y F de Snedecor. Estadisticos de or-
den.

6.1 Modelo paramétrico y modelo no paramétrico

En inferencia estadistica llamaremos modelo paramétrico a { f(x,0),6 € ®}, donde f(x,0) es
la funcién de probabilidad o de densidad de una variable aleatoria X, la cual, en este contexto
inferencial recibe el nombre de poblacién, 0 representa un parametro o vector de paraimetros
desconocido(s) hacia el que se dirigen nuestras inferencias y ® es el conjunto de valores posibles
para 0 y recibe el nombre de espacio paramétrico.

Ejemplo 6.1: La intencién de voto en un parlamento con dos partidos se estudia a través del
modelo paramétrico.
X~ B(1,p).p<(0,1)

Ejemplo 6.2: Para saber la cantidad de dependientes que necesita tener el Corte Inglés en la
campaifia navidefa se utiliza el modelo.

X~ P(A), 2 eRY.

Este modelo puede servir también para los boxes abiertos en un peaje en cada franja horaria,
cajas abiertas en un supermercado en diferentes horarios...

Ejemplo 6.3: Estimacién del consumo de los hogares.

X~ N(u,0),u €R, 0 €RT.

Si el modelo es no paramétrico, entonces los problemas son otros:

a) Decidir qué tipo de poblacién subyace en los datos muestreados.

D) ¢ La muestra es aleatoria?

c¢) En general cuando se dispone de pocas observaciones o la escala de medicion es baja, entonces
se utilizan técnicas no paramétricas.

Situados en el modelo paramétrico, la inferencia sobre el pardmetro desconocido 6 descansa
sobre 3 técnicas:

a) Estimacion puntual: Consiste en hacer un prondstico (técnicamente una estimacion) sobre el
valor del pardametro desconocido a partir de un conjunto de observaciones.

110
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D) Intervalos de confianza: Es un rango de valores en el que existe una probabilidad alta, normal-
mente del 95 % de encontrar el valor del pardmetro desconocido.

c¢) Contraste de hipétesis: Se trata de una regla de decision para elegir entre dos conjuntos de
valores posibles para el parametro desconocido. Ejemplo, en X ~ B(1,p).

<—1f Y >—1
rente a .
P 2 p_2

6.2 Conceptos basicos sobre inferencia.

A continuacion se definen varios conceptos esenciales para la realizacion de cualquier tipo de
inferencia.

i) Poblacion: Colectivo sujeto del estudio. Lo identificaremos con la magnitud que se desea
estudiar y que vendra dada por una variable aleatoria.

Asi, por ejemplo, si queremos analizar las estaturas de los espaiioles, la poblacién seria el
conjunto de todas las estaturas de todos los espafioles , siendo el universo el conjunto de todos
los espaioles.

ii) Muestra: Un subconjunto cualquiera de la poblacién . Para que la muestra nos sirva para
extraer conclusiones sobre la poblacidn deber ser representativa, lo que se consigue seleccionando
sus elementos al azar, lo que da lugar a una muestra aleatoria.

iii) Muestreo: Procedimiento para seleccionar individuos en la poblacion. Se requiere que la
muestra refleje lo més fielmente posible a la poblacion de la que es extraida. Existen diferentes
tipos.

a) Muestreo aleatorio: Es aquel procedimiento de seleccion de la muestra en el que todos y cada
uno de los elementos de la poblacidn tiene una cierta probabilidad de resultar elegidos . De esta
forma, si tenemos una poblacién de N elementos y estamos interesados en obtener una muestra
de n elementos (muestra de tamafio n), cada subconjunto de n elementos de la poblacién tendra
también una cierta probabilidad de resultar la muestra elegida.

b) Muestreo aleatorio simple: Es aquel en el que todos los individuos de la poblacion tienen la
misma probabilidad de ser elegidos. Matematicamente, si X es la variable aleatoria poblacidn,
una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de tamafio n, se formula por n variables aleatorias indepen-
dientes idénticamente distribuidas, X1, X3, ..., X, todas ellas con la misma distribucién que X. X;
representa la aleatoriedad del i-€simo individuo elegible en la muestra.

¢) Muestreo erratico/sin norma: Los encuestados van entrando sin ningtn tipo de criterio y no
son representativos de la poblacién global. Es frecuente en programas de television o radio

d) Muestreo por bola de nieve: Se dirige a un grupo concreto de la poblacién. Se busca que la
muestra esté correlacionada precisamente porque todos los individuos pertenecen al sector. Muy

Tema 6. Propiedades de una muestra aleatoria. Conceptos basicos de muestras aleatorias. Sumas de variables
aleatorias de una muestra aleatoria. Muestreo de una distribucién normal: propiedades de la media y varianza
muestrales y las distribuciones t de Student y F de Snedecor. Estadisticos de orden.
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utilizado en venta a domicilio o en publicidad en internet.

iv) Estadistico: Es cualquier funcién de los valores muestrales que dependa exclusivamente de
estos. En la medida en que los valores muestrales son variables aleatorias también lo serdn las
funciones de éstos: los estadisticos. Dado que los estadisticos son variables aleatorias, tendran
determinas distribuciones de probabilidad y determinados parametros (media, varianza, etc).
Para el desarrollo de la inferencia es imprescindible conocer dichas distribuciones y pardmetros,
consiguiendo establecer entonces las relaciones entre éstas y las de la poblacion, pudiendo
entonces inferir las caracteristicas desconocidas de dicha poblacién.

6.3 Estadisticos muestrales. Propiedades

Definicion 6.1: Sea X, X>, ..., X, una muestra aleatoria simple de X. Llamaremos estadistico
muestral o simplemente estadistico a cualquier funcién de la muestra y s6lo de la muestra, es
decir, no debe depender de pardmetros desconocidos. Cuando los estadisticos se utilizan en
problemas de estimacion reciben el nombre de estimadores. Algunos de amplio uso son:
_ 1 &
X =- Z X; (Media muestral).
i3

N

1 _
§? == Xi—X )2 (Varianza muestral).
n:

1

A 1

§? = (X;—X )2 (Covarianza muestral).

- I

n—1: !

~

n
Ay =— ZXik (Momento muestral de orden k).
iz

S = V82 (Desviacion tipica muestral).

S=v4§2 (Cuasidesviacion tipica muestral).

Todos los estadisticos son variables aleatorias dado que son funciones de la muestra que esta
integrada por variables aleatorias. Entones no deben confundirse con los pardmetros poblacio-
nales u = EX, 0% =VarX, 0 = \/VarX, EX*. Para enfatizar esta distincién, en lo que sigue, a
u le denominaremos media poblacional, a 62 la varianza poblacional, a ¢ la desviacién tipica
poblacional y a EX* momento poblacional de orden k.

Es un grave error escribir o confundir X = p, §?2 =02, 82 =2 0A;, = EX*.

A su vez, asumiendo que X, S2, $§2o Ay, son variables aleatorias tendrd sentido preguntarnos por
EX,VarX, ES?, VarS?, etc.

Sin embargo, no es menos cierto que los estadisticos muestrales, en problemas de estimacion se
utilizan como estimadores de los pardmetros poblacionales. Es decir, utilizamos en general, X
para estimar p; S% para estimar 62; Sy S para estimar o y finalmente A para estimar EX*.
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Proposicion 6.1: Sea X;,X>, ..., X,, una muestra aleatoria simple de una poblacién X, variable
aleatoria, tal que EX = i y VarX = 2. Se tiene:

a) EX = u, es decir, la esperanza de la media muestral es la media poblacional.

> 2 . . . . . o
b) VarX = -, es decir, la varianza de la media muestral es la varianza poblacional dividida
entre el tamafio muestral.
c) E($?) = "n;lcz. La esperanza de la varianza muestral es menor que la varianza poblacional.

d) E(8?) = 62. La esperanza de la cuasivarianza muestral es la varianza poblacional.

Demostracion:

a)

2 =e( T x) li I s L
—_ _ — —_ —_ — = —n — .
iz iz iz iz n
b)
. 1 & 1 L 1 ¢ 1 ¢
VarX = Var(r—l ;Xi) = ﬁVar(i;Xi) = ;;Var(Xi) = ﬁi;Var(X)
2 2

12”162 on ©
B =R S

n _ 1 n _
¢) Probemos, en primer lugar que S? = % Z<Xi -X)? = . ZXiz — X2 En efecto,
i=1 '

™=

1 ¢ . 1 .
==Y X-X)?=-Y (X7 +X*-2XX) ZXerX2 2XX
n n:

i=1 i

1

n y oy
:;ZXL' -X
i=1
Entonces,
AISITES P SIS SR CL e e
ni= n=" n
! 2 2 o’ o) n—1 ,
e G il G L
d)
E(8*) = E( 1 i(X %)) = E( n 52) n_opa_ N Gzn_l_cz
B (s Mg Mgt

Como consecuencia de los resultados anteriores:
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a) Si X1,X3,...,X, es una muestra aleatoria simple de B(l p) entonces EX = E(B(1,p)) =
Var(X) = w = %, ES? = %‘Var(B(l,p)) —pq y ES? = Var(B(1,p)) = pq.

b) Si X1,X>,..., X, es una muestra aleatoria simple de Bin(m, p) entonces EX = E(Bin(m,p)) =
mp, Var(X) = w =12 ES? = %Var(Bin(m,p)) = %mpq y ES? =Var(Bin(m, p)) =
mpyq.

¢) Si X1,X2,...,X, es una muestra aleatoria simple de P(A) entonces EX = E(P(1)) = A,
Var(X) = YoP) _ A g2 n-lyar(p(L)) = =13 y ES? = Var(P(A)) = A.

d) Si X1,X2, ..., X, es una muestra aleatoria simple de U (a,b) entonces EX = E(U(a,b)) = "“’

Var()ZZ):VW(Un(“’b)) (ol ES2 = 1=Lyar(U(a,b)) = PNy £ — Var(U(a, b))
(b-a)
12 -

<R

e) Si X1,Xa,..., X, es una muestra aleatoria simple de ( p) entonces EX = E(I'(a,p)) =

Var(X) = YoCer) — o, s = m1yar(I(a, p)) = %14 y ES = Var(T(a, p)) = &.

n n P

f) Si Xi,X,, ..., X, es una muestra aleatoria simple de N(u,0) entonces EX = E(N(u,0))

w, Var(X) = Ye@Wlwo) _ o* pe2 — n=lyar(N(u,0)) = =162 y ES? = Var(N(u, o))

o2,

Ejemplo 6.4: Hallar la distribucion exacta de la media muestral si la muestra procede de una
poblacion X tal que:

a) X ~ B(1, p).
b) X ~ exp(A).
c¢) X ~ Cauchy.
d) X~ N(u,0).

a) X se interpreta como la frecuencia relativa de éxitos.

ox() = E@) = £ ) = E([]e ™) = [T E™) = [T o (1)
=1 =1 =1
= H[pe" (1=p)] = [per +(1=p)]"
No sigue ninguna distribucién tedrica conocida
b)
o) = £ =TT () = (750" = G~ Tl
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c)

i 1 t 1 ! t
Px(1) = E(ellx) = H (PX,-(;> = H€7|ﬁ| —e il =7l Cauchy
j=1 j=1

itX s t w262y (022 c
ox (1) =E(e"™) =T ox, ()= (" 27) — MG N,

v

Ejemplo 6.5: En una urna hay 100 bolas numeradas. Se extraen 10 bolas con remplazamiento.
Sea X el estadistico media muestral de los niimeros obtenidos. Determinar EX y VarX.

Disponemos de una muestra aleatoria simple X, X>, ..., Xjo de una poblacién X tal que P(X =
k) = ﬁ, k=1,2,..,100. Sabemos que EX = EX y VarX = %

100 100
_ 1 1 1 ,100-101, 101
EX=EX=Y k(——)=-—Y k= _
oy (700’ = 700 ~ 02 )T

100 100
1 1 1 ,100-101-201. 6767
EX*=Y () =—Y K= =
=~ ST 100 &~ 100" 6 )=

Varx 1
‘llg = 5 (EX* ~ E°X) = 83,32

VarX =

Ejemplo 6.6: Sea X una poblacion con funcién de probabilidad:

X 1
PX=x)|¢|5

o

2

Q| —

Se selecciona una muestra de tamafio n = 2 y se pide:

a) Obtener la funcién de probabilidad de la muestra aleatoria simple

b) Obtener la funcién de probabilidad de X.

c) Obtener la funcién de probabilidad de S? y de la cuasivarianza $2.

d) Comprobar que EX = EX, VarX = Y4X E§? = “lyarX y que E($?) = VarX.

a)

[S—
(=)
~—

(1,1) | (1,2) | (2,0) | (2,1) | (2,2)

|
|

fxr,x2)

36

_
[\

—

(ool

=

]
FNE
(@)

.

o0

N
\ol—
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(L] = (DN W)

~

—~

=1

N—
R~ ©
O\ = —|
D)

ox|<: —_
Nell I\

9%
[\S]
N o

[\

—~
©
[
N—r
oo
ISTES ST B SRR
\NOI—| —

N o

Nellen

s
—~
“
S}
SN—
—
(o]

EX=0()+1(3)+2(3) = .

6

_ 1 11 13, 3.1 1 7

EX =0(—)+ () + 1)+ 2(2)+2(=) = =
1 1 1 11
() + 1) +22(3) = ¢

1 1,,1 13 3

EX?=0%(20)+ () () + P30+ (D’ (3)+2(5) = =

17
VarX = EX* —E*X = —
ar. 36

6.4 Reproductividad de distribuciones

Definicién 6.2: Diremos que una cierta distribucion es reproductiva respecto de un pardimetro
cuando al sumar variables aleatorias independientes que sigan esa misma distribucion, la variable
suma también va a seguir esa distribucion y el pardmetro actda aditivamente. Sabemos que si
X1,X3,....,X, son variables independientes entonces:

n

O, + X .. +X, (1) = E ("5 %0)) — TTE (") = TT gx, (1)
j=1 j=1
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Proposicion 6.2: La distribucién binomial es reproductiva respecto al primer parimetro, es decir,
si X1,X2,...,X, son variables aleatorias independientes tales que X; ~ Bin(mj,p), j =1,2,...,n,

entonces
n

Z&Mmmiwy)

j=1 j=1
Demostracion:

n n ) n
) =] ex () IIpe+qm“=@ﬂ+ﬂgﬂm“wmﬂfymm)
=1 =1 =

Proposicion 6.3: La distribucion de Poisson es reproductiva respecto de A, es decir, si X1, X, ..., X,
son variables aleatorias independientes tales que X; ~ P(A;), j = 1,2,...,n, entonces

Y Xj~P(Y A
j=1 j=1

Demostracion:

¢27:1Xj(t)zn¢Xf He = bt Z
=1 =

Proposicion 6.4: La distribucion Gamma es reproductiva respecto al primer pardmetro, es decir,
si X1,X2,...,X, son variables aleatorias independientes tales que X; ~ I'(aj,p),, j=1,2,...,n

entonces
n

ZX.I'M F(iaﬁp)

J=1 Jj=1
Demostracion:

ﬁozy_mﬁf):ﬁ‘l’xf(t): (L yoi = (LT DY ap)
=

jo1 Pt p—it js]

Proposicion 6.5: Sean X;,X>,..., X, variables independientes tales que X; ~ N(u;,0;), j =
1,2,...,n,y sean a su vez ay,ay, ...,a, y b € R entonces

n n
Zanj+b«»N(Zajuj+b,
=1 =1

Demostracion:

n
(pﬁﬁzl anjer (t) == E[elt(zajxj+b)] = €ltb H E(eltanj)

2.2.2
J

n n
_ b H ox, (taj)eitb H[eitaj,ujf%cja,t ]
=1 =1

Tema 6. Propiedades de una muestra aleatoria. Conceptos basicos de muestras aleatorias. Sumas de variables
aleatorias de una muestra aleatoria. Muestreo de una distribucién normal: propiedades de la media y varianza
muestrales y las distribuciones t de Student y F de Snedecor. Estadisticos de orden.



6.4. Reproductividad de distribuciones 118

| 1 S y
_eltb(Zuj+b_EG]Zaitz)f\»N(Zaj,uj‘i‘by Zajzﬁjz).
- j=1 J=1

Ejemplo 6.7: Calcular la distribucién exacta del estadistico ZX,- obtenido a partir de muestras
i=1

de tamafio n de una poblacién X tal que:

a) X~ N(0,1).
) X~ exp().
) X ~ B(m, p).
d) X ~ P(A).

e) X~ I(a,p).

b

o

SeaT = iX,-

a) T~ N(ET,+/Var(T)), donde

ET:Ei iE (X;) = n(0) =0,

Var(T) = Var(i‘iX,-) = jlear(X,-) =n(l)=n.

Por lo que finalmente 7~ N(0,+/n).

b) Sabemos que la distribucién Gamma es reproductiva respecto del primer pardmetro. Por tanto
T ~T(n,A).Por serlasumade nexp(A) =T(1,4).

n
c¢) Sabemos por la reproductividad de la distribucién Binomial que si 7 = ZXi, entonces,
i=1
T ~ Bin(nm, p)

n

d) Sabemos por la reproductividad de la distribucién de Poisson que si T = ZX,-, entonces,
i=1

T~ P(nl).

e) Sabemos por la reproductividad respecto del primer pardmetro de la funcién de Gamma que si
n

T =) X;, entonces, T ~ ['(na, p).
i=1

Tema 6. Propiedades de una muestra aleatoria. Conceptos basicos de muestras aleatorias. Sumas de variables
aleatorias de una muestra aleatoria. Muestreo de una distribucién normal: propiedades de la media y varianza
muestrales y las distribuciones t de Student y F de Snedecor. Estadisticos de orden.



6.5. Distribuciones asociadas al muestreo 119

6.5 Distribuciones asociadas al muestreo

En este apartado introducimos tres distribuciones nuevas de amplia utilidad en la inferencia
estadistica:

i) Distribucion ji-cuadrado (o chi-cuadrado).
ii) Distribucién t de Student.
iii) Distribucién F de Snedecor.

Distribucion Ji-cuadrado

Definicién 6.3: Sea X ~ N(0,1) y sea Y = X?. Por definicién diremos que Y sigue una distribu-
cidn ji-cuadrado con un grado de libertad. Lo notaremos Y ~ 7612

N(E,1)

La siguiente proposicion relaciona la distribucién ji-cuadrado con la distribucién Gamma.

).

l—
2l—

Proposicion 6.6: Si Y ~ xlz, entonces ¥ ~ I'(

Demostracién: Si Y ~ x?, entonces ¥ = X2 con X ~» N(0, 1). La transformacién ¥ = X? no es
biyectiva. Entonces para determinar la densidad de Y no podemos aplicar el teorema Jacobiano.
Calculamos la funcién de distribucionde Y. Siy > 0

1 1

2
e 27X dx
V2T

\[
Fr(y) =P(Y £3) =P(X* <3) =P~ T <X £ V5) =2p0<x < i) =2 [

Haciendo uso del teorema fundamental del cdlculo’

1 1, 1
=F(y)=2 ——e 2——siy>0,
ITeorema fundamental del célculo:
g(v)
G(y) = (x)dx = G'(y) = f(g(y))g' ).

a
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luego:
1 L, 1 .
fry={ vme 7Y siy>0
0 fuera.
Ademas 1
W31
frgpO=q T 7T Y
0 fuera
Le_%yy_% siy>0
=fr(y) =4 vor

0 fuera.

Definicion 6.4: Sea X, ..., X, una muestra aleatoria simple de N(0,1) yseaY =Y , Xiz. Por
definicién diremos que Y sigue una distribucién ji-cuadrado con n grados de libertad. Lo
notaremos Y ~» x>

).

8=

Proposicién 6.7: Si Y ~ x2, entonces ¥ ~» I'(%,

Demostracion: Si Y ~» x,% entonces Y = Z?:lXiz con Xi,...,X, variables aleatorias indepen-
dientes igualmente distribuidas segtn una N(0, 1). Ademas cada Xl-2 es una F(%, %) Asi, Y esla
suma de n distribuciones F(%, %) independientes. Como la distribucion Gamma es reproductiva

respecto al primer pardmetro, ¥ ~ I'(7, %)

La funcién de densidad de una ji-cuadrado con n grados de libertad es:

NI

—

1 ,
5 Y
2) ) 11

rme 2’ siy>0
0 fuera.

fx%(y> =
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I .(} T T T T T T T T T T T T T T T

0.8

U B WK =

=2 3 333

0.6

0.4

0.0 N S —
0 2 4 6 8
Funcion de densidad de probabilidad

La esperanza de una ji-cuadrado con n grados de libertad es:

n 1 5
E(x:) =EG,5)]=1=n,
2°2 3
y la varianza:
2y _ nly, 5
Var(x;) = Var[l"(i, 5)] = (%7 =2n

La curva de densidad, en general, no admite primitiva y los valores de la distribucién estan
tabulados.
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Distribucién Chi Cuadrado ¢’

P = Probabilidad de encontrar un valor mayor o igual que el chi cuadrado tabulade, v = Grados de Libertad

vip | 0.001 | 00025 | 0005 | 001 | 0025 | 005 | 01 | 015 | 02 | 025 | 03 | 035 | 04 | 045 | 05
1 108274 91404 TAT4 6,6349 50239 38415 12,7055 20722 1.6424 1,3233 1.0742 0,8735 01,7083 0.5707 04549
2 13,8150 11,9827 105965 9.2104 73778 5.9915 4,6052 3.7942 32189 2.7726 24079 2,009 1.8326 1.5970 13863
3 ) ie2e60 | 43202 [ 12ms1 | 113449 | 934s4 7.8147 6,2514 53170 4.6416 4,1083 3.6649 3,2831 29462 2.6430 23660
4+ 18,4662 164238 14,8602 132767 11,1433 94877 7,.7794 56,7449 5.9886 53853 48784 44377 4,446 16871 33567
5 20.5147 18,3854 16.7496 15.0863 12,8315 110705 9.2363 B.1152 7.2893 6.6257 60644 5.5731 51319 4.7278 43515
6 224575 | 20.2491 18.5475 168119 14,4494 125916 10,6446 94461 8.5581 7.8408 7.2311 6.6948 6.2108 5.7652 53481
7 243213 12,0402 20,2777 184753 16,0128 140671 12,0170 10,7479 9,8032 90371 83834 78061 7.2832 68000 63458
8 26,1239 23,7742 21,9549 20,0902 175345 155073 133616 12,0271 110301 10,2189 95245 B.9094 B.I505 T.H315 73441
9 1T.RTGT 2154625 11,5893 P 19,0228 1692190 14,6837 13,2880 122421 11,3887 106564 10,000 94136 BR632 B3428
10 | 295879 | 270119 | 251881 23,2093 20,4832 18,3070 15,9872 14,5339 134420 12,5489 11,7807 11,0971 10,4732 98922 9,18
11 31,2635 | 187 26,7569 | 147150 21,9200 196752 17,2750 15,7671 14,6314 13,7007 12,8987 12,1836 11,5298 10,9199 10,3410
12 | 329002 | 303182 | 282997 | 262170 | 233367 | 21.0261 18,5493 16,9893 15,8120 14,8454 140111 13,2661 12,5838 11,9463 11,3403
13 345274 JLERID 198193 276882 24,7356 223620 198119 18,2020 16,9848 15,9839 15,1187 143451 13,6356 129717 123398
14 | 360239 | 334262 | 303194 | 290412 | 26,0189 | 236848 | 200641 [ 194062 | 180508 | 170069 | 162221 | 154200 | 146883 | 139961 | 133393
15 | 376978 34,9494 JLB01S 5780 27 AB84 14,9958 223071 20,6030 193107 18,2451 173217 16A4M40 15,7332 15,0197 14,3389
16 | 392518 | 364555 | 342671 31,9999 BB453 | 262962 | 235418 11,7931 20,4651 193689 184179 17,5646 16,7795 16,0425 15,3385
17 40,7911 37.9462 IST184 334087 30,1910 175871 24,7690 129770 216046 20 4887 195110 18,6330 17,8244 170646 163382
18 423119 39,4220 37,1564 J4 8052 31,5264 188693 25,9894 24,1558 22,7598 21,6049 20,6014 19,6993 18,8679 1 5, 0860 173379
19 438104 408847 JR.S821 361908 318513 1435 27,2006 21532189 23,9004 21,7178 21,6891 20,7638 19,9102 19,1069 18,3376
200 ) 453042 | 423358 | 399969 | 375663 | 34,0696 | 34104 | 284120 [ 264976 250378 | 2IBXTT | 2745 | 218265 20,9514 20,1272 193374
21 46,7963 | 437749 | 414009 | 389322 354789 | 326706 | 206151 27,6620 26,1711 249348 | 238578 218876 21,9918 21470 | 103372
22 | 482676 | 4520401 42,7957 | 402894 | 367807 | 339245 | 308133 | 2REI24 273015 | 26,0393 | 249390 | 239473 23,0307 12,1663 | 213370
23 49,7276 46,6231 44,1814 416383 JR0756 351728 JL0069 29,9792 IR AIEE 2701413 16,0184 25,0055 24,0689 13,1852 2123369
24 | sia7on | 480036 | 455584 | 429798 | 30641 | 364150 | 330962 | 31,0328 | 295833 | 282412 | 270960 | 260628 | 250064 | 242037 | 233367
25 | sre1g7 | 494351 469280 | 4430140 | 406465 | 376518 | 4816 | I22M2S | MO6TS2 | 29338 | 2RATI9 | 27,0083 | 26,1430 25,2218 | 243366
26 | 540511 | 508291 | 4R.2898 | 456416 | 419231 | IREESI | 355632 | 334298 | 30,7946 | 304346 | 292463 | 281730 | 270789 | 262395 | 253368
27 | ssa751 52,2152 | 496450 | 469628 | 43,0945 | 40,1033 | 36,7412 | 345736 | 3200117 | 3584 | 303193 29,2266 28,2141 27,2569 26,3363
28 50,8018 53,5039 S0.9936 48,2782 44 4608 413372 379159 357150 340266 326208 313909 30,2791 19,2486 18,2740 273362
29 SH 006G 54,9662 22 1358 405878 45,7223 42 5569 J008TS 36 B5IR 35,1394 33,7109 324612 13308 30,2828 2192908 IR 3361

Distribuciéon T de Student.
Definicién 6.5: Sea X ~» N(0,1) e Y ~» %2 ambas independientes y sea T = LY Por definicién
n

T sigue una distribucién ¢ de Student con n grados de libertad. Lo notaremos como 7T ~ ¢,.

Por tanto, siempre que dividamos una normal tipificada entre la raiz de una x> corregida por sus
grados de libertad, siendo ambas independientes, la distribucion resultante es una ¢.

La forma de la 7 es similar a la de una N(0, 1) aunque con las colas més pesadas. Su funcién de
densidad es

) (2"
ft”(t)_\/ﬁ—l“(g) 1+; :

parat € R, donde n denota los grados de libertad y I" es la funcién gamma.

La expresidn anterior también suele escribirse como
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ﬁn(t)zm(“r%z) ’

parat € R, donde B es la funcién beta.

Distribucion

/ normal

Distribucién ¢

0

n
n—2

Por tanto, E(t,) = 0 para todo n > 1y la varianza de 1, para valores n > 2 es Var(X) = .

es la distribucién de Cauchy? y no existe E(t1).

No existe, en general, primitiva de f; () y, por tanto, las probabilidades estdn tabuladas.

2Sea X una variable aleatoria con distribucién de Cauchy, su densidad es

sixeR

1

0 fuera.

La distribucién de Cauchy tiene las colas mds pesadas que la de la N(0, 1) hasta el punto de que no tiene EX.

EX = /Zx(M)dx - %[ln(l +o0)] % = %(ln(w) —In(e)).

Tema 6. Propiedades de una muestra aleatoria. Conceptos basicos de muestras aleatorias. Sumas de variables
aleatorias de una muestra aleatoria. Muestreo de una distribucién normal: propiedades de la media y varianza
muestrales y las distribuciones t de Student y F de Snedecor. Estadisticos de orden.
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Distribucion t de Student

a/2=0,025 A8 af2-0,025
Contiene los valares de tales que § = P(t, > t), donde v son los Grados de Libertad

31

w2
0,0005 | 0,001 | 0,005 | 0,01 | 0025 | 0,05 | 01 02 [ 025 | 03 | 04 | 045 | 0475
1| 636,619 | 318,308 63,657 31.821 12,706 6,314 3,078 1,376 1,000 0,727 0,325 0,158 0.079
2 31,589 | 22327 9,925 6,965 4,303 2,920 1,886 1,061 0.B16 0617 0,289 0,142 0,071
3| 12,024 10,215 5841 | 4541 3,182 | 2353 1638| 0,078 0,765 0,584 | 0,277 | 0.137 | 0,068
L B.610 7,173 4,604 3,747 2,776 2,132 1,533 0.941 0,741 0,569 0,271 0,134 0,067
- 6,869 5,883 4,032 3,365 2,571 2,015 1,476 0,920 0.727 0,559 0,267 0,132 0.066
6 5,959 5,208 3,707 3,143 2447 1,943 1,440 0,906 0.71 0,553 0,265 0131 0,065
7 5,408 4, TBS 3,499 2,998 2,365 1,895 1,415 0.896 0,711 0,549 0,263 0,130 0,065
8 5,041 4,501 3,355 2 896 2306 1,860 1,367 0,889 0.706 0,546 0,262 0,130 0,065
9 4.781 4,297 3,250 2,821 2,262 1,833 1,383 0,883 0.703 0,543 0,261 0.129 0.064
10 4,587 4,144 3,169 2,764 2,228 1,812 1,372 0,879 0,700 0,542 0,260 0,129 0,064
1 4,437 4,025 3,106 2,718 2.201 1,796 1,363 0.876 0,697 0,540 0,260 0,129 0,064
12| 4318| 3030 | 3055 | 2681 2179 1782 1356 0873| 0695] 0539 0259 0.126] 0.064
1 4.221 3,852 3.012 2,650 2,160 1,771 1,350 0,870 0.694 0,538 0,259 0.128 0,064
1 4,140 3,787 2977 2,624 2,145 1,761 1,345 0,868 0,692 0,537 0,258 0,128 0,064
15 4073| 3733| 2947 2602 | 2131 1753| 1341 0866| 0691] 0536 | 0258 0.128| 0,064

4,015 3,6BE 2921 2,583 2,120 1,746 1,337 0,865 0,690 0,535 0,258 0,128 0,064
3,965 3,646 2,898 2,567 2,110 1,740 1,333 0,863 0,688 0,534 0,257 0,128 0.064
3922 | 3610 2878| 2552] 2101 | 1734| 1330] 0862 0688 0534 | 0257 | 0127] 0,064
3883 | 03579 | 2861 | 2539 2093| 1,728 1328| 0861| 0,688 0533 | 0257 | 0,127 0,064
3,850 | 3552 | 2845 | 2528 | 2086 | 1,725 1325| 0860 | 0.687 | 0533 | 0257 | 0.127 | 0,063
3,819 3,527 2,831 2,518 2,080 1,721 1,323 0,859 0,686 0,532 0,257 0,127 0,063
3.792 3,505 2819 2,508 2074 1,717 1,321 0.858 0,686 0,532 0,256 0,127 0,063
3,768 | 3,485 | 2807 | 2500 | 2089 | 1,714 1319| 0858 | 0.685| 0532 | 0.256 | 0.127 | 0,063
3,745 3,467 2,797 2492 2,064 1,711 1,318 0,857 0,685 0,531 0,256 0,127 0,063
3,725 3,450 2,787 2,485 2,060 1,708 1,316 0,856 0,684 0,531 0,256 0,127 0,063
3707 | 3435| 2779| 2479 2066| 1,706] 1315| 0856| 0,684 0531 | 0256| 0,127 0,063
3.690 3421 2771 2473 2.052 1,703 1,314 0.855 0,684 0,531 0,256 0,127 0,063
3,674 3,408 2,763 2,467 2,048 1,701 1.313 0,855 0,683 0,530 0,256 0,127 0.063
3,659 3,396 2,756 2462 2,045 1,699 1,311 0,854 0,683 0,530 0,256 0,127 0,063
3646 | 3385 | 2750 | 2457 | 2042 | 1697 | 1310 0854 | 0683 | 0530 | 0256 | 0127 0,063
3,633 | 03375 | 2744 | 2453 | 2040 | 1,696 1,309| 0.853| 0.682| 0530 | 0256 | 0.127 | 0,063
3,622 3,365 2,738 2,449 2,037 1,604 1,309 0,853 0,682 0,530 0,255 0,127 0,063
3,611 3,356 2,733 2,445 2,035 1,682 1,308 0,853 0,682 0,530 0,255 0,127 0,063
3601 | 3348 | 2728 | 2441 | 2032| 1691 1307 0852 0682 0529 0255 | 0127] 0083
3,501 | 3.340 | 2,724 | 2438 | 2030 | 1,690 | 1,306| 0852 | 0.682| 0529 | 0.255| 0,127 | 0,063
0,001 | 0002 | 0,01 0,02 0,05 0.1 0.2 0.4 05 0.6 0.8 09

v grados de libertad

.uﬂ dsdaaaa 2aﬂaa====

w2
0,0005 | 0,001 | 0,005 0,01 0,025 0,05 [} 0.2 0.25 0.3 04 0.45 0.475
3,582 3,333 2,719 2,434 2,028 1,688 1,308 0,852 0,681 0,528 0,255 0,127 0,063
3,574 3,326 2.715 2,431 2,026 1.687 1.305 0,851 0,681 0.528 0.255 0,127 0.063

3566 | 3.19| 2712 | 2429 | 2024 | 1.686| 1,304| 0851 0681 ] 0.529| 0255| 0.127| 0.083
3558| 3313| o708| 2426 | 2023| 1,685| 1,304| 0851 | 0681] 0,529 | 0255| 0,026] 0,083
3,551 3,307 2704 2,423 2,021 1,684 1,303 0,851 0,681 0.529 0,255 0,126 0,063
3544 | 3301 | 2701 | 2421 | 2020 1683| 1303| 0850 0681 | 0.529| 0255| 0.126] 0.063
3.538 | 3.296 | 2698 | 2418 | 2018| 1.682| 1,302 | 0,850 | 0,680 | 0.528 | 0.255| 0.126] 0.083
3,532 3.291 2,695 2416 2,07 1,681 1,302 0,850 0,680 0,528 0,255 0,126 0,063
3526 | 3.286| 2692| 2414 | 2015| 1,680 | 1,301 | 0850 0680| 0,528 | 0255| 0.126| 0.063
3520 | 3281 | 2690 2412z | 2014 | 1679 | 1,301 | 0850 0680] 0.528 | 0255| 0.126| 0.063
3515| 3277| 2687 | 2410| 2013| 1,679| 1,300| 0850 0680| 0,528 | 0255| 0,126] 0,083
3510 3,273 2,685 2,408 2,012 1,678 1,300 0,849 0,680 0,528 0,255 0,126 0,063
3505| 3269 | 2682 2407 | 2011 | 1677 | 1299| 0B49| 0680| 0.528| 0255| 0.126| 0.063
3.500 | 3.265| 2680 | 2405 | 2010| 1.677| 1,299| 0849 0,680 0.528 | 0.255| 0.126] 0.083
3,496 3,261 2,678 2,403 2,009 1,676 1,289 0,849 0,679 0,528 0,255 0,126 0,063
3492 | 30258 | 2676| 2402 | 2008 | 1675| 1,298 0849 0679 0528 | 0255| 0.126| 0.063
3488 | 3255| 2674 | 2400 | 2007 | 1675| 1298| 0849 | 0679 | 0.528 | 0255| 0.126| 0.063
3484 | 3251 | 2672| 2399 | 2006 1674| 1,208| OB4B| 0679 0528| 0255| 0,26| 0063
3,480 3,248 2,670 2,397 2,005 1,674 1,287 0,848 0,679 0,528 0,255 0,126 0,063
3476 | 3245| ©2668| 2396 | 2004 | 1673| 1297 | 0B48| 0679 | 0.527 | 0255| 0.126] 0.063
3473 | 3242 | 2667 | 2095 | 2003 | 1.673| 1,297 | 0848 0679 0.527 | 0.255| 0.126] 0.083
3470| 3,239| 2665| 2394 | 2002 1672| 1,207| 0848] 0679| 0,527 | 0255| 0,026] 0,083
3466 | 3237 | 2663 | 2392 | 2002| 1,672| 1,296| 0848 0679| 0,527 | 0255| 0.126] 0.063
3463 | 3234 | 2662 | 2391 | 2001 | 1671 | 1296| 0848 0679 | 0.527 | 0254 | 0.126] 0.063
3460 | 3232 | 2660 2390 | 2000| 1,671 | 1,296| 0848 0679| 0,527 | 0254 | 0,126] 0.083
3373 | 3,160 | 2617 | 2358 | 1980 | 1,658 | 1,289 | 0845 0677 | 0,526 | 0254 | 0.126] 0.063
3300 23098| 2581 | 2330 | 1962 | 1646| 1.282| 0842 0675| 0525| 0253 0.126] 0.063

0,001 0,002 001 0,02 0,05 0.1 0.2 0.4 0.5 0.6 0.8 09 0,95

v grados de libertad

o|* Blelala|a(s|s|z|alsl=|ols]s <5 |55 ala|=|alelslls

Tema 6. Propiedades de una muestra aleatoria. Conceptos basicos de muestras aleatorias. Sumas de variables
aleatorias de una muestra aleatoria. Muestreo de una distribucién normal: propiedades de la media y varianza
muestrales y las distribuciones t de Student y F de Snedecor. Estadisticos de orden.
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Distribucion F de Snedecor.

Definicién 6.6: Sea X ~+ y2 e Y ~» x> ambas independientes, definimos:

F=

SIRSRIES

Por definicion diremos que F sigue una distribucion F de Snedecor con m y n grados de libertad
(6 m grados en el numerador y n en el denominador). Lo notaremos como F ~» Fy, ;.

Por lo tanto, siempre que dividamos dos ji-cuadrado independientes entre si, corregidas por sus
grados de libertad obtendremos una distribucion F de Snedecor. La densidad de una F,, , es

r(m+n) m % xﬂ%z .
N2 ) (m —x - 0
%) (n) (1+m) B S1x >

n

0 fuera.

donde B es la funcion beta.

2| Foon
La media de F, , es
n
E(X) =
X)=-——
paran > 2y la varianza de F,, , estd dada por
2n*(m+n—2)

Var(X) =

m(n—2)2(n—4)
paran > 4.

La densidad no es integrable, por lo que las probabilidades estan tabuladas. Para cada probabilidad
prefijada es necesaria una tabla. Esto es asi porque tanto las filas como las columnas se necesitan
para los grados de libertad del numerador y del denominador.

Tema 6. Propiedades de una muestra aleatoria. Conceptos basicos de muestras aleatorias. Sumas de variables
aleatorias de una muestra aleatoria. Muestreo de una distribucién normal: propiedades de la media y varianza
muestrales y las distribuciones t de Student y F de Snedecor. Estadisticos de orden.
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Distribuciéon F 0.05

En las columnas sc encuentran los valores F gue corresponden al drea 0.05 a la derecha
En las columnas sc encuentran los grados de libertad del numeradar

En los renglones se encuentran los grados de libertad del denominador.

1

18.5%

10.13
7.7
5.6
5.99
559
542
512
4.96
484
4.75
4.67
4,60
4.54
4.49
445
4.4
4.38
4.35
4.32
4.30
4.28
4.26
4,24
4.23
4.2
4.20
418
417
4.08
4.00

EEEE BN R R B N sl nrin o unanruma

Propiedades de la distribucion F.

2

3

4

18.00 1916 19.25

2.55
5.94
579
514
474
4 46
4.26
4.10
.98
3.89
3.81
374
3.68
363
359
355
3.52
349
3.47
3.44
3.42
3.40
3.39
337

0.28
6.59
5.41
4.76
4.35
407
3.86
371
3.89
3.49
3.
334
329
324
3.20
316
313
310
3.07
3.06
3.03
3.01
2,99
298
2,96
295
293
292
284
276
2.68

9.12
639
519
4.53
412
384
3.63
.48
3.36
3.26
3.18
in
3.06
am
296
293
240
287
2.84
282
2.80
278
276
2.74
273
271
270
269
261
253
245

19.30
9.01
626
505
439
3487
369
348
3.33
3.20
3n
303
296
290
285
281
277
274
27
268
2.66
2.64
262
2.60
259
287
2.56
255
253
245
237
229

19.33
8.04
6.16
485
428
3.ar
358
3.37
3.22
3.09
3.00
282
285
2.79
2.74
270
2.86
263
260
2.57
2.55
2.583
2.51
249
247
246
245
243
242
2.34
2.25
2.18

i) Si T ~> t,, entonces T2 ~» Fip.

T

19.35
8.89
6.09
4.28
4.21
3.7
3.50
3.29
3.14
3.01
291
2.83
2.76
2.7
2.66
281
2.58
2.54
251
249
2.46
2.44
242
2.40
2,29
237
2,26
2,35
2,33
2.25
217
2.09

181.4 1995 215.7 224.6 230.2 234.0 2358 2389

19.37
8.85
6.04
4. 82
4.15
3.73
3.44
3.23
3.07
2895
2,85
277
2.70
2,64
259
255
251
2.48
245
2.42
2.40
237
2.36
2.34
2,32
23
2,29
2,28
227
218
210
2.02

9

10

2405 241.8

19.38
8.81
6.00
4.77
4.10
.64
3.34
3.18
3.02
2890
280
271
2,85
2.59
254
249
246
247
2.39
237
2.34
232
2.30
2.28
227
2,25
2.24
222
2.2
212
2.04
1.96

Demostracion: En efecto, si T ~ t,,, entonces

. _ N0

12
Vo

Por tanto,

it) Si F ~ F,, ,, entonces

1

T2 =

N(Oal)z_X_lz__

_x_’%_

b

77 Lnm-

n

n

19.40
8.78
596
4.74
4.08
3.64
3.35
3.14
2.08
288
275
287
2,60
2.54
248
245
241
2.38
2.35
2.32
2.30
2.27
2.25
2.24
222
2.20
218
218
218
208
1.88
1.01

11
243.0
19.40

8.78
504
4.70
4.02
360
am
3.10
2.04
282
272
263
257
251
248
241
237
254
231
228
2268
224
222
220
218
217
215
214
213
204
1.85
1.87

’\”Fl,n-

Demostracion: Cierto trivialmente, pues si F ~ F, , = F =

minador dos distribuciones ji-cuadradas independientes, entonces

18
245.9
19.43

8.70
585
462
394
35,
3.2
3.01
2.85
272
262
253
245
2.40
235
21
227
223
220
218
2.15
213
2.1
208
207
2,06
2.04
203
2.01
182
184
1.75

1

s siendo numerador y deno-
An

n

1

20
248.0
19.45

8.66
580
4 56
a7
Jd44
315
294
277
265
2.54
2486
230
233
228
223
218
218
212
2.0
207
205
203
2.01
1.90
1.97
1.96
194
193
1.84
1.75
166

3 ‘§N|= &

24
249.1
19.45

577
453
184
341
312
2.90
2.74
261
2.51
242
235
229
224
219
215
211
2.08
205
203
20
1.98
1.96
1.95
1.93
1.91
1.90
1.89
1.79
1.70
1.61

30
250.1
19.48

8.62
575
4.50
a1
.38
.08
2.86
2.70
2.587
247
2.38
2.31
225
219
215
211
207
204
20
1.98
1.96
1.94
1.92
1.90
1.88
1.87
1.85
1.84
1.74
1.65
1.55

40

120

2511 2522 2533
1247 1948 1249

8.59
572
446
aT7
3.34
3.04
2.83
2.66
2.63
243
2.34
2.27
2.20
215
210
2.06
2.03
1.99
1.96
1.94
1.91

1.89
1.87
1.85
1.84
1.82
1.81

1.79
1.69
1.59
1.50

B.57
5.69
443
3.74
3.30
am
279
.62
249
2.38
2.30
222
2.18
211
2.06
2.02
198
1.95
1.92
1.89
1.86
1.84
1.82
1.80
1.79
1.77
1.75
1.74
1.64
1.53
1.43

. Esta propiedad es

Tema 6. Propiedades de una muestra aleatoria. Conceptos basicos de muestras aleatorias. Sumas de variables
aleatorias de una muestra aleatoria. Muestreo de una distribucién normal: propiedades de la media y varianza

muestrales y las distribuciones t de Student y F de Snedecor. Estadisticos de orden.

B.55
5.66
4.40
.70
327
2497
2756
2568
245
2.34
2.25
218
211
2.06
201
197
1493
1.90
1.87
1.84
1.81
1.79
1.77
1.75
173
1.71
1.70
1.68
1.58
147
1.35
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muy util para célculos asociados a colas izquierdas de probabilidad en la distribucion F.

Ejemplo 6.8: Calcular x tal que P(Fy 10 < x) = 0,05.
1 1 1

0.05 = P(F, —P(—— > Y= P(F !
: (Fi,10 < x) (F4710 x) (10,4>x)

1
— - = 596 — x=——.
X tabla 9 5,96
El resultado tedrico que hace tan relevantes las distribuciones que acabamos de introducir se
conoce como Teorema de Fisher.

6.6 Teorema de Fisher.

Sea X1,X>, ..., X,, una muestra aleatoria simple de N(u, o). Entonces:

i)

ii)

[@N

o T 2 . . .
i) Xy ’% son dos variables aleatorias independientes.

6.6.1 Consecuencias del Teorema de Fisher.
i) Sea X1,X>, ..., X, una muestra aleatoria simple de N(u, o). Entonces:

X—p

o
n

T =

~Ip—1.
ns*
o

=

Ya que es el cociente entre una normal tipificada y la raiz de una ji-cuadrado corregida por sus
grados de libertad, ambas independientes. Simplificando,

)‘(_
T — S“mwn,l.

Si se desea escribir el resultado en términos de la cuasidesviacidn tipica, entonces:

X—p
K X —

T = va — = ,\'u\/ﬁ’\»lnfl.
(n—1)82 S

o2
n—1

Tema 6. Propiedades de una muestra aleatoria. Conceptos basicos de muestras aleatorias. Sumas de variables
aleatorias de una muestra aleatoria. Muestreo de una distribucién normal: propiedades de la media y varianza
muestrales y las distribuciones t de Student y F de Snedecor. Estadisticos de orden.
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ii) Sea X1,X>, ..., X, una muestra aleatoria simple de N(it,6) e Y1, Y2, ..., ¥,, otra muestra aleatoria
simple también de N(u’, o), ambas muestras independientes entre si. Entonces:

nS)Z(
o2(n—1)
mS%,
(@2 (m=1)

F=

Y

2 2
donde el numerador y denominador siguen unas distribuciones i": Ty fn’"jll , respectivamente.

Luego F ~ F;,_1 ,,—1. Simplificando,

_ n(m—1)$3(c")
~ m(n—1)S}02

n—1lm—1-

En particular, si 6 = ¢’, entonces

n(m—1)8%
=——— 2 Ftm-1.
m(n—1)S2 ’

. o L. .. . 52
Si escribimos el resultado en términos de la cuasivarianza se obtiene S—’z‘ ~ F,_1m—1 dado

Y
que

sz .
n X :S}zf,
n—1
y 2
S X
2
m—1

6.7 El estadistico de orden:

Definicion 6.7: Sea X|, X, ..., X,, una muestra aleatoria simple de una poblacién X (variable alea-
toria). Llamaremos estadisticos de orden o estadisticos ordenados a los estadisticos que ordenan la
muestra de menor a mayor valor. Se notan X1y, X(2), .-, X(,)- Donde X(1) = min({X1, X2, ..., Xy })
y X(n) = méx({Xl ,Xz, ,Xn})

Ejemplo 6.9: Sea X|,X>, ..., X,, una muestra aleatoria simple de una poblacién X variable aleato-
ria. Si la realizacién muestral es; 3,7,—2,0,3,5.

Entonces,
7 3+47-2+34+5 8
- 3 3’
$% = 8,89,
§? =10,67,
y

X(l),X(z), -'~7X(n) = (—2,0,3,3,5,7).

Tema 6. Propiedades de una muestra aleatoria. Conceptos basicos de muestras aleatorias. Sumas de variables
aleatorias de una muestra aleatoria. Muestreo de una distribucién normal: propiedades de la media y varianza
muestrales y las distribuciones t de Student y F de Snedecor. Estadisticos de orden.



6.7. El estadistico de orden: 129

Si f(x) representa la densidad o funcién de probabilidad de X entonces

f(x17x27 "-7xn)7

serd la densidad o funcion de probabilidad de la muestra aleatoria simple. Dada la independencia
de la muestra se calcula como:

flx1,x0,.0xn) = Hf(xi).
i=1

Y la del estadistico ordenado:

FX1),X@)s X)) = nUf(X1,22, 00, %) = n!Hf(xi).
i=1

A la densidad o funcién de probabilidad de la muestra se la denomina la verosimilitud muestral,
cuyo concepto se extendera en el siguiente capitulo.

Ejemplo 6.10: Sea X, X>, ..., X, una muestra aleatoria simple de una U (0, 1). Entonces X1y~
B(1,n) y X(») ~ B(n, 1). En efecto, como ni Xy ni X, son transformaciones biyectivas de la
muestra, no es utilizable el teorema jacobiano y debemos obtener la funcién de distribucién de
cada variable. Six € (0,1),

Fy,, (x) =P( min {X;} <x)=1-P( min {X;} >x)

i=1,...n i=1,...,n

n
=1-P(X; >x,...X, >x) =1 -] P(Xi > x)

i=1

=1l-pXi>x)"=1—(1—-x)",

luego
0 six<0
Fy,(x)=4q 1-(1-x)" sixe(0,1)
1 six > 1.
De donde

n(l—x)""1 sixe(0,1)

B(1.n).
0 fuera. . ~ B(1,n)

Tx, (%) = {

Andlogamente si x € (0,1)

Fx,, (x) = P( max {X;} <x)=P(X; <x,...X, <x)

i=1,....n

n
= P(X,-gx):P(Xlgx)”:x".
i=1
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Entonces,
0 six<0
Fy, (x)=q¢ x" six€ (0,1)
1 six>1,

y, por lo tanto

—1 .
{ nx" sixe (0,1) ~ B(n.1).

O fuera. .

fX(,l) ()C) =
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Principios de reduccion de datos. Introduccion. El principio de suficiencia.
El principio de verosimilitud: la funcién de verosimilitud y el principio for-
mal de verosimilitud.

Supongamos, como hasta ahora, que nos encontramos en un modelo paramétrico, con una
poblacién X que sigue una funcién de probabilidad o de densidad f(x,6), donde 6 es un
pardmetro o vector de pardmetros desconocidos y que 6 € 0, el llamado espacio paramétrico. El
objetivo es la estimacion puntual de 0 a partir de una muestra aleatoria simple Xi, Xz,...,X,, de
una poblacién X.

7.1 Reduccion de datos. Introduccion

Supdngase que un problema de estimacion especifico, dos cientificos, C; y C,, deben estimar
el valor del parametro 8; que el cientifico C; puede observar los valores de las observaciones
X1 = x1,....X, = x,, de una muestra aleatoria; y que el cientifico C; no puede observar los valores
X1 = x1,....X, = x,, pero puede saber el valor de cierto estadistico T = T (X1, ..., X, ). En este caso,
el cientifico Cy puede elegir cualquier funcion de las observaciones X| = xi,...,X;, = X, como un
estimador de 6, mientras que el cientifico C; puede utilizar unicamente una funcién de 7'. Por
tanto, resulta que C; generalmente podrd encontrar una mejor estimacion que Cy.

7.1.1 Principio de suficiencia.

En algunos problemas, sin embargo, C; podra hacerlo tan bien como Cj. En tal caso, la funcién
T =T(Xy,...,X,) resumird, en cierto sentido, toda la informacion contenida en la muestra alea-
toria, y serd irrelevante el conocimiento de los valores de Xi, ..., X, en la busqueda de un buen
estimador de 0. Un estadistico 7' que tiene esta propiedad se llama estadistico suficiente. Se
presentard ahora la definicion formal de estadistico suficiente.

Definicion 7.1: Si T es un estadistico y 7 es un valor concreto de 7', entonces la distribucion
conjunta condicional de Xi,...,X,, dado que T = ¢, se puede calcular a partir de la distribucién
condicional. En general, esta distribucién conjunta condicional dependerd del valor de 6. Por
tanto, para cada valor de ¢, existird una familia de distribuciones condicionales posibles que
corresponden a los distintos valores posibles de 8 € ©. Puede suceder, sin embargo, que para
cada valor posible de ¢, tal distribucion condicional sea la misma para todos los valores 8 € ©
y, por tanto, realmente no depende del valor de 6. En este caso, se dice que T es un estadistico
suficiente para el pardmetro 6.

Antes de describir un método sencillo para encontrar estadisticos suficientes y antes de considerar
ejemplos de estadisticos suficientes, se indicard por qué un estadistico suficiente 7" que satisface
la definicién que se acaba de presentar se considera como un resumen de toda la informacion re-
levante acerca de 6 contenida en la muestra X1, ..., X,,. Considérese de nuevo el caso del cientifico
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C> que sdlo puede saber el valor del estadistico 7' y no puede observar los valores de X, ..., X,.
Si T es un estadistico suficiente, entonces la distribucion conjunta condicional de X, ..., X, dado
que T =t, es completamente conocida para cualquier valor observado ¢ y no depende del valor
desconocido de 0. Por tanto, para cualquier valor ¢ que se podria observar, el cientifico C; podria,
en principio, general n variables aleatorias X{, ..., X, de acuerdo con esta distribucién conjunta
condicional. El proceso de general variables aleatorias X{, ..., X, que tienen una distribucién de
probabilidad conjunta especifica se llama una aleatorizacion auxiliar.

Cuando utilizamos este proceso de observar primero 7 y luego generar X/, ..., X, de acuerdo
con la distribucién conjunta condicional especifica, resulta que para cualquier valor concreto de
6 € O, la distribucién conjunta marginal de X7, ..., X, serd la misma que la distribucién conjunta
de Xi,...,X,. Por tanto, si el cientifico C, puede observar el valor de un estadistico suficiente 7',
entonces puede generar n variables aleatorias X7, ..., X, que tenga la misma distribucién conjunta
que la muestra aleatoria original Xy, ..., X,. La propiedad que distingue un estadistico suficiente
T de un estadistico que no es suficiente se puede describir como sigue: la aleatorizacion auxiliar
utilizada para generar las variables aleatorias Xj,..., X, después de que ha sido observado el
estadistico no requiere ningiin conocimiento acerca del valor de 6, puesto que la distribucion
conjunta condicional de X1, ..., X, dado el valor de T" no depende del valor de 8. Si el estadistico
T no fuera suficiente, esta aleatorizacion auxiliar no podria llevarse a cabo, porque la distribucién
conjunta condicional de X, ..., X, para un valor dado de T involucraria el valor de 6 y este valor
es desconocido.

Se puede demostrar ahora por qué el cientifico C,, que puede observar tnicamente el valor del
estadistico suficiente 7', no obstante, puede estimar 0 tan bien como puede hacerlo el cientifico
C1, que observa los valores de X1, ..., X,,. Supdngase que C; decide utilizar un estimador concreto
U(Xy,...,X,) para estimar 6 y que C, observa el valor de 7 y genera las variables X7, ..., X,
que tienen la misma distribucién conjunta de X, ..., X,. Si C, utiliza el estimador U (X7, ..., X)),
entonces resulta que la distribucién de probabilidad del estimador C; serd la misma que la
distribucion de probabilidad del estimador de Cj. Esta exposicion ilustra por qué, cuando se
busca un buen estimador, un cientifico puede restringir la busqueda e estimadores que son
funciones de un estadistico suficiente 7.

7.1.2 Criterio de factorizacion

Se presenta ahora un método sencillo para obtener un estadistico suficiente que se puede aplicar
a muchos problemas. Este método estd basado en el siguiente resultado, que fue desarrollado
cada vez con mas generalidad por R.A. Fisher en 1992, J. Neyman en 1935 y PR. Halmos y L. J.
Savage en 1949.

Criterio de factorizacion. Sea X, ..., X), una muestra aleatoria de una distribucién continua o
una distribucién discreta cuya funcién de probabilidad o funcién de densidad es f(x, ), donde
el valor 8 es desconocido y pertenece a un espacio paramétrico ® concreto. Un estadistico
T =T(Xi,...,X,) es un estadistico suficiente para 0 si, y sélo si, la funcién de probabilidad o
la funcion de densidad conjunta f(xy,...,x,, ) se puede factorizar como sigue para todos los
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valores de xp,...,x, € R" y todos los valores de 6 € O:

F(x1yeees X0, 0) = h(xp, . x0)g(X1 -0y X, 0). (7.1)

Aqui, las funciones & y g son no negativas; la funcién 4 puede depender de X1, ..., X, pero no de
0 y la funcién g dependerd de 0 pero depende de los valores observados X1, ..., X, Unicamente a
través del valor del estadistico 7'(X, ..., X,).

Demostracion: se dara la demostracion inicamente para el caso en que las variables aleatorias
X1, ..., X, tienen una distribucién discreta, en cuyo caso

fx1,yex0,0) =P(X; = X100, Xy = X, 0).

Supéngase en primer lugar que f(xy,...,x,, 0) se puede factorizar como en 7.1 para todos los
valores de xj,...,x, € R" y 8 € @. Para cada valor posible ¢ de T, sea A(¢) el conjunto de todos
los puntos xi,...,x, € R”" tales que T (xy,...,x,) = . Para cualquier valor concreto de 6 € O,
se determinaré la distribucién condicional de Xi,...,X,, dado que T = ¢. Para cualquier punto
X1,y Xn € A(2),

P(Xy=x1,....X, =x,,0 X1yeeesXp, 0
R L Zf(lﬂyln ; o)
-5 ARSIV E (3]
YI-,“-v)’neA(t)

Puesto que T'(yy,...,yn) =t paratodo yy,...,y, € A(t), y puesto que x, ..., x, € A(t) de la ecuacién
7.1 resulta que

h(xy,...
P(Xi =1, Xn = x| T =1,0) = (X1, %) (7.2)
Z g(ylauyn)
y17...,yn€A(f)
Por dltimo, para cualquier punto xp, .., x, que no pertenece a A(z),
P(X1:xl,...,Xn:Xn|T:t,9):0. (7.3)

De las ecuaciones 7.2 y 7.3 se puede ver que la distribucién condicional de X1, ..., X, no depende
de 0. Por tanto, T es un estadistico suficiente.

Reciprocamente, supongamos que 7" es un estadistico suficiente. Entonces, para cualquier valor
concreto ¢ de T, cualquier punto xp,...,x, € A(f) y cualquier valor de 6 € ®, la probabilidad
condicional P(X; =x,...,X, = x,|T =t,0) no dependerd de 0 y por tanto tendrd la forma

P(X1 =x1,..., Xy =x4|T =1,0) = h(x1,..., ).

Si se define g(7,0) = P(T =t,0), resulta que

f(x1yeesxn,0) =P(X1 =x1, .00, X =%, 0) = P(Xy = x1, ..., Xy = x4|T =1,0)P(T =1,0)
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= h(xy,...,x,)g(t,0).

Por tanto, f(xy,...,x,,0) se ha factorizado en la forma dada por la ecuacién 7.1.

La demostracién para una muestra aleatoria Xi, ..., X, de una distribucién continua requiere
métodos distintos y no se proporcionard aqui.

Para cualquier valor de xi,...,x, cuya f(xy,...,x,,0) = 0 para todos los valores de 6 € O, el
valor de la funcién h(xy, ...,x,) de la ecuacién 7.1 se puede elegir como 0. Por tanto, cuando se
aplica el criterio de factorizacion, es suficiente comprobar que una factorizacion de la forma
dada por la ecuacién 7.1 se satisface para todo valor de xy, ..., x, tal que P(xy,...,x,,0) > 0 para
al menos un valor de 6 € O.

Se ilustrard ahora el usa del criterio de factorizacién en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.1: Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria simple de una poblacién X. Determinar un
estadistico suficiente para estimar el parametro desconocido en cada uno de los siguientes
casos:

a) p si X ~ Bin(m, p), p desconocido.
b) 6 siX ~ U(0,0), 8 desconocido.
c) A siX~ exp(A), A desconocido.
d) asiX ~ T(a,po), a desconocido.
e) p si X ~ I'(ag, p), p desconocido.
f) usiX~ N(u,op), u desconocido.
g) 0 si X ~ N(Uo, o), o desconocido.
h) p si X ~ P(1), A desconocido.

a) p si X ~ Bin(m, p).

F 162, oinsp) = [ T i) = H[(f) (1= pyH

i=1 i=1

[H (m)]pgl—lx"(l —p)" L= §ixy,x2, . % € {0,1,2,...,m}
= i=1 \i

0 fuera.

siendo

1 sixp,xg,....x, €4{0,1,2,...,m}
0 fuera.
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Por el criterio de factorizacién 7' =} ! ; X; es un estadistico suficiente para estimar p.
b)0siX~U(0,0).

n

Hf(xi’e)

i=1 i=1

N

|~
|_

= Sixp,xp,....x, € (0,0
f(x1,x2,...,%,,0) n€(0.9)

fuera.

{

B { % si min{xy,x2,...,x,} > 0y max{xy,x2,...,x,} < 6
1o

fuera.

O o

on -hl(xl,xz, ...,xn)gl(xl,xz, ceey Xpy 9),

siendo

1 si mi 0
hy (xl,xz,...,xn) = { S1 mln{x17x27 7xn} >

0 fuera.

1 si max{x;,x3,....x,} <6
g1(X1,X2, .+, Xn,0) = { 0 { nfiera

Por el criterio de factorizacion T = max{X,X>, ..., X,, } es un estadistico suficiente para estimar 0

c) A siX~ exp(h).

et xa,een &) = [ [0, 2) =[] (Re ™)

—AYH x; .
Ate TV sixg,xg,...,x, € RT

0 fuera
—/'LZ'-':lxi
= )u"e ' -hl(xl,xz,...,xn),
g(t:Z?:lxivl)

siendo

1 six;,xp,..x, €ERT
hl(xl,xz,...,xn) = 0 fuera

Por el criterio de factorizacién 7 = }* | X; es un estadistico suficiente para estimar A.

d) a si X ~ T(a, po), po conocido.

n n a

= . — & —poXia—1
f(xl,xz,...,xn,a)—gf(x,,a)—g[r(a)e Potixd—1]
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A roriy . )
_ ) T (T %) sixg,xg,...,x, €R

B 0 fuera.

pga n 1 —PoXi %
:W(Hxi)aff T (x1,x2, 0 X0),

g

~ -~ ]’l(.Xth,...,Xn)

(l H 1xl7a)

siendo

hl (xl,xz, ...,xn) =

1 sixy,x,..x, € RT
0 fuera.

Por el criterio de factorizacién 7' = []?_, X; es un estadistico suficiente para estimar a.

e) psiX ~ I'(ag,p), ap conocido.

n n pao 1
f(X1 X2,y X p) = f(_x p) — [ e*pxix(:l()— ]
s N2y ey Ny lI:Il iy 1 F(ao) ;
na — Z;’: x; B )
= [F}Zao(;]ne ’ 1 ( ?zlxl)ao ! S1X1,X2,...,Xp - R+
0 fuera.

_ png e ()
L M)

=X xi,p) ~~
I l h(xl7x27'-'7xn)

'hl(-xly-xZ: "'7xn)7

siendo
1 six;,xp,..x, €ERT

hl (xlv-xZa"'?xn) = { 0 fuera.

Por el criterio de factorizacién 7' =}/ ; X; es un estadistico suficiente para estimar p.

f)usiX~ N(u,op), op conocido.

. SR
X1,X2 s X = X; = —e 0
f( ) 9’ I’l?.u’> gf( l?.u“) izl[(jo\/ﬁ ]
1 *):?:l(xl :‘1)2
— e 262
(oV2m)"
1 Zlfl(xl) 7ﬂ2n ):lfllel
_ 20'(% e 2(78 e %)
ooV 2T ! —
( 0 ) o g(t=Y]| xi,1)
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Por el criterio de factorizacién 7' =Y\, X; es el estadistico suficiente para estimar L.

g) 0 si X ~ N(up, o), Uy conocido.

n n 1 —(xi—Ho)
fx,x2,.0,0) = [ f(xi,0) =1 e 20 ]
i= i=1 OV271
1 *21:1(/\'1 .uo)
_ e 202
(ov2m)"
1 1 —ZL Gi—ko)
— — . —¢ 202
(V2m)" o" ,

R(x1 X2 y5) EU=Eim1 (Ki—H0)?

Por el criterio de factorizacién T = Y-, (X; — to)? es el estadistico suficiente para estimar ©.

h) AsiX~ P()L)

Fer,x,eetn, A) = [T (i, 2) =] (e

P
e "M er—  sixg,xg,...,xp € NU{O}

= H?lei!
fuera
VIS VR
=e A W'hl(l’l,xz,...,xn),
——— i N
SU=XI xiA) e

h(X1 X2, Xn)
siendo

1 i N 0
hl(x17x2,...7xn) = { S1 x17x27 ,xn - U{ }

0 fuera.

Por el criterio de factorizacién T =Y | X; es el estadistico suficiente para estimar A.

7.2 Estadisticos conjuntamente suficientes

Se continuara suponiendo que las variables Xi, ..., X, constituyen una muestra aleatoria de una
distribucion cuya funcién de probabilidad o funcién de densidad es f(xy,...,x,, 0), donde el pa-
rametro 6 debe pertenecer a un espacio paramétrico ®. Sin embargo, se considera explicitamente
la posibilidad de que 6 pueda ser un vector de parametros reales. Por ejemplo, si la muestra pro-
viene de una distribucién normal donde la media p y la varianza 6 son desconocidas, entonces
0 serfa un vector bidimensional cuyas componentes son i y 6. Andlogamente, si la muestra
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proviene de una distribucién uniforme sobre el intervalo (a,b) donde ambos puntos extremos, a
y b, son desconocidos, entonces 6 seria un vector bidimensional cuyas componentes son a y b.
Se continuard, por supuesto, incluyendo la posibilidad de que 6 sea un pardmetro unidimensional.

En casi todo problema en el que 6 es un vector, al igual que en muchos problemas en los que 0
es unidimensional, no existe un unico estadistico T que sea suficiente. En tal caso es necesario
encontrar dos o mds estadisticos 71, ..., Ty que son estadisticos conjuntamente suficientes en un
sentido que se describird ahora.

Supdéngase que en un problema concreto los estadisticos 71,...,T; se definen por k funcio-
nes distintas de las observaciones X, ..., X,,. Especificamente, sea T; = T;(Xi,...,X,) para i =
1,....,k. En términos generales, los estadisticos T1,...,7; son estadisticos conjuntamente su-
ficientes para 0 si un investigador que asume unicamente los valores de las k funciones
T (X1, Xn), ..., Ti(X1, ..., X,,) puede estimar cualquier componente de 6, o cualquier funcién
de los componentes de 6, tan bien como puede hacerlo un investigador que observa los n valores
de Xi,...,X,. Desde el punto de vista del criterio de factorizacidn, se puede formular la siguiente
version.

Los estadisticos T7,...,T; son estadisticos conjuntamente suficientes para 6 si, y sélo si, la
funcién de probabilidad conjunta o la funcién de densidad conjunta f(xi,...,x,,0) se puede
factorizar como sigue para todos los valores de xy, ...,x, € R" y todos los valores de 6 € ©:

FOry X, 0) = h(X1, s X0) €IT1 (X0 ooy X))y ooy T (X1 ooy X)), O] (7.4)

Aqui las funciones / y g son no negativas, la funcién 4 puede depender de xi,...,x,, pero no
depende de 0, y la funcién g dependerd de 0, pero dependerd de xy, ..., x, Unicamente a través de
las k funciones 71 (X1, ..., X )y vy Ti (X1, vy X )

Ejemplo 7.2:

Estadisticos conjuntamente suficientes para los pardmetros de una distribucion normal. Supén-
gase que X1, ..., X, constituyen una muestra aleatoria simple de una distribucién con media u
y varianza ¢ desconocidas. La funcién de densidad conjunta de Xj, ..., X, esta dada por la
ecuacién

n X;— 2
o) = [l e A0

1 1 n u n n‘u2
= oo gt L — G Kt 55l
Se puede observar que la funcién de densidad conjunta depende de x,...,x, a través de los

valores de Zx, Zx Por tanto, por el criterio de factorizacion, los estadisticos 77 = ZXi y
i=1 i=1 ]

Tema 7. Principios de reduccién de datos. Introduccién. El principio de suficiencia. El principio de verosimilitud: la
funcién de verosimilitud y el principio formal de verosimilitud.



7.2. Estadisticos conjuntamente suficientes 139

n
= ZX,-Z son estadisticos conjuntamente suficientes para it y ©.
i=1

Supodngase ahora que en un problema concreto los estadisticos 77, ..., Ty son estadisticos conjun-
tamente suficientes para un vector de pardmetros 6. Si otros k estadisticos 77, ..., T} se obtienen
a partir de 71, ..., T, mediante una transformacién biunivoca, entonces se puede demostrar que
T{,...,T} también serdn estadisticos conjuntamente suficientes para 6.

Ejemplo 7.3:

Otro par de estadisticos conjuntamente suficientes para los pardmetros de una distribucién normal.
Supéngase, de nuevo, que X1, ..., X, constituyen una muestra aleatoria simple de una distribucién
normal con media u y varianza 62 desconocidas y sean T! y T; la media muestral y la varianza
muestral, respectivamente. Entonces,

n

1 _
Ty = - Y (X —X,)%.
i=1

Se demostrard ahora que 7] y T, son estadisticos suficientes para [ y o2

Sean T} y T» los estadisticos conjuntamente suficientes para y y 6> obtenidos en el ejemplo
anterior. Entonces

, 1
T] — —T17
n
Y 1 1
T=-T——T?
2 n 2 n2 1
Ademads, equivalentemente,
Tl = I’lT,,

T = n(Ty + T}?).

Por tanto, los estadisticos T{ y T, se obtienen a partir de los estadisticos conjuntamente sufi-
cientes 77 y 7> por medio de una transformacién biunivoca. Resulta, por tanto, que 7 y T, son
estadisticos conjuntamente suficientes para L y o2.

Se ha demostrado ahora que los estadisticos conjuntamente suficientes para la media y varianza
desconocidas de una distribucion normal se pueden elegir como 77 y T», 0 T{ y T, como se indica
en los ejemplos anteriores.

Ejemplo 7.4: Estadisticos conjuntamente suficientes para los pardmetros de una distribucién
uniforme. Supdéngase que X, ..., X, constituyen una muestra aleatoria simple de una distribu-
cién uniforme sobre el intervalo [a,b], donde los valores de ambos puntos extremos, a y b,
son desconocidos, tales que a < b. Ademas, para todo xi,...,x, la funcién de densidad con-
junta f(x1,...,xn,a,b) de Xi,..., X, serd 0, a menos que todos los valores observados xi, ..., X,
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se encuentren entre a y b; esto es, f(xy,...,xn,a,b) = 0, a menos que min{xy,...,x,} > ay
max{xy,...,x,} <b. Ademds, para todo xi, ..., x, tal que min{xy,...,x, } > ay max{xy,....x,} <b
resulta que

1
f(.X'l, ...,xn,a,b) = m
Entonces,
1
f(x1,.sxp,a,b) = = )nhl(xl,...,xn,a)hz(xl,...,xn,b),
donde
1 si min{xy,...,x,} >a
h vy Xp, @) =

1(X15 4, @) {O en otro caso,

y

1 si max{xy,....x,} <b

ho(x1, ..., %, b) = { 0 en otro caso

Puesto que esta expresion depende de xi,...,x, Unicamente a través de los valores de las

funciones min{xy,...,x, max{xy,...,x,}, resulta que los estadisticos 77 = min{Xj,....X,
) ) y ) 7 q ) )

y T, = max{Xj,...,X, } son estadisticos conjuntamente suficientes para a y b.

Ejemplo 7.5: Sea X, ..., X, muestra aleatoria simple de X ~ I'(a, p). Entonces

n n - —pxi,a—1 1 >0
B B :1(T(a)e XN SiXg, Xy >
X1y ey X, @y P) = I I Xj,a,p) = !
f( " p) i:1f( ' p) 0 fuera

P PN T a1
= T@T e (Hxi) h(x1,....Xn),
i=1

1 sixg,...x, >0 L L.
con h(xy,...,xy) = { 0 b fZe_m Entonces 71 = ) X;y Ih = HXi son estadisticos
: i=1 i=1

conjuntamente suficientes para estimar a y p.

n

Ejemplo 7.6: Sea Xi, ..., X,, muestra aleatoria simple de X ~ B(a,b). Entonces

n " e 1 = x)P7Y) sixg, X, € (0,1)

fx1,.xn,a,b) =] f(xi,a,b) = Blab)™i

=1 0 fuera

n

_ 1 n nx. a—1

1 sixp,...,x, €(0,1)
0 fuera.
disticos conjuntamente suficientes para estimar a y p.

(1 —xi)]b_lh(xl, ey Xn)s
1

i=

n n
Entonces T} = HXi yhh = H(l —X;) son esta-
i=1 i=1

con h(xy,...,xp) =
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7.2.1 Estadisticos suficientes minimales

En un problema concreto se trata de obtener un estadistico suficiente, o un conjunto de es-
tadisticos conjuntamente suficientes para 0, porque los valores de tales estadisticos resumen
toda la informacion relevante acerca de 0 contenida en la muestra aleatoria. Cuando se conoce
un conjunto de estadisticos conjuntamente suficientes, se simplifica la bisqueda de un buen
estimador de 6 porque sélo es necesario considerar funciones de estos estadisticos como posibles
estimadores. Por tanto, en un problema concreto es conveniente encontrar no s6lo un conjunto de
estadisticos conjuntamente suficientes, sino el conjunto de estadisticos conjuntamente suficientes
mas sencillo. Por ejemplo, es correcto pero completamente inutil decir que en todo problema las
n observaciones Xi, ..., X, son estadisticos conjuntamente suficientes.

Se describird ahora otro conjunto de estadisticos conjuntamente suficientes que existe en todo
problema y que es un poco mas util. Supongase que Xi, ..., X, constituyen una muestra aleatoria
simple de un distribucion. Sea Y] el valor mas pequefio de la muestra aleatoria, sea Y, el siguiente
valor mds pequeiio, sea Y3 el tercero mds pequefio y asi sucesivamente. De esta forma, Y, es
el valor mds grande de la muestra e Y, es el valor mds grande de los restantes. Las variables
aleatorias Y1, ..., Y, como sabemos, se llaman estadisticos de orden de la muestra y se notan con
frecuencia (X(1), .., X(n))-

Abhora se definen y; <y, < ... <y, como los valores de los estadisticos de orden de una muestra
concreta. Si se proporcionan los valores yy,...,y,, entonces se sabe que esos n valores fueron
obtenidos de la muestra. Sin embargo, no se sabe cudl de las observaciones X1, ..., X, proporciond
realmente el valor de y;, cudl proporcioné realmente el valor de y, y asi sucesivamente. Todo
lo que se sabe es que el menor de los valores de X1, ..., X, fue y;, y que el mas pequefio de los
restantes fue y, y asi sucesivamente.

Si las variables X, ..., X}, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién cuya funcién de
probabilidad o funcién de densidad es f(xp,...,x,, 0), entonces la funcién de densidad conjunta
o funcién de probabilidad conjunta de X, ..., X, tiene la siguiente forma:

1, xn,0) =[] f(x:,6) (7.5)
i=1

dada la independencia de las variables de la muestra. Puesto que el orden de los factores en el
producto de la parte derecha de la ecuacion 7.5 es irrelevante, la ecuacion 7.5 podria escribirse
también de la forma

f(X1,...,Xn,9) = Hf(ylae)
i=1

Por tanto, f(xi,...,x,,0) depende de xi,...,x, Gnicamente a través de los valores de yy, ..., y,.
Resulta, por tanto, que los estadisticos de orden Y7, ..., Y, siempre son estadisticos conjuntamente
suficientes para 0. En otras palabras, es suficiente conocer el conjunto de n nimeros que se
obtiene de la muestra y no es necesario saber cudl de estos ntimeros en particular fue, por ejemplo,
el valor de X3.

Tema 7. Principios de reduccién de datos. Introduccién. El principio de suficiencia. El principio de verosimilitud: la
funcién de verosimilitud y el principio formal de verosimilitud.



7.3. Funcion de verosimilitud 142

En cada uno de los ejemplos vistos en este tema, se considerd que existia un estadistico suficiente
o dos estadisticos que eran conjuntamente suficientes. Para algunas distribuciones, sin embargo,
los estadisticos de orden Y7, ..., Y, constituyen el conjunto mds sencillo que existe de estadisticos
conjuntamente suficientes y no es posible una mayor reduccion para estadisticos suficientes.

Ejemplo 7.7: Estadisticos suficientes para el pardmetro de una distribucién de Cauchy. Supdnga-
se que X, ..., X, constituyen una muestra aleatoria simple de una distribucién de Cauchy centrada
en un punto desconocido 0, tal que (—eo < 6 < o). La funcién de densidad f(xi,...,x,,0) estd

dada por
1

2[l+(x—6)7] <X < oo
,0) = 71+ (x—6)7] para — oo
/6.0) 0

fuera,
y la funcién de densidad conjunta f(xy,...,x,,0) de Xi, ..., X, estd dada por

1
X1y Xy, 0) = o T [1+(x—6)?]
& " 0 fuera.

para —oo < x; <coparatodoi=1,...,n

Se puede demostrar que los tnicos estadisticos suficientes que existen en este problema son los
estadisticos de orden Y7, ..., Y, u otro conjunto de n estadisticos 11, .,,, T, que se pueden obtener
a partir de los estadisticos de orden por medio de una transformacion biunivoca. Los detalles del
argumento no se dardn aqui.

Estas consideraciones conducen a los conceptos de estadisticos minimales suficientes y a los
conjuntos minimales de estadisticos conjuntamente suficientes. Hablando en términos generales,
un estadistico 7" es un estadistico minimal suficiente si no se le puede reducir més sin violar la
propiedad de suficiencia. Alternativamente, un estadistico suficiente 7 es minimal suficiente
si toda funcién de T, que es en si mismo un estadistico suficiente, es una funcién biunivoca
de T. Formalmente, se utilizara la siguiente definicidn, que es equivalente a las deficiniciones
informales que se acaban de dar.

Definicion 7.2: Un estadistico T es un estadistico minimal suficiente si T es un estadistico
suficiente y es una funcion de cualquier otro estadistico suficiente.

En cualquier problema donde existan estadisticos conjuntamente suficientes, los estadisticos
minimales conjuntamente suficientes se definen de forma analoga.

7.3 Funcion de verosimilitud

La funcién de verosimilitud de una muestra aleatoria simple X, ..., X, de una poblacién X ~»
f(x,0) se obtiene, como se ha dicho, dada la independencia de las variables de la muestra, como
el producto de las funciones de densidad o probabilidad marginales, es decir,

f(xlv"'7xn79) = Hf(xive)'
i=1
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Supoéngase que dos conjuntos distintos de valores observados x,...,x, € yi,...,y, que se podrian
obtener del mismo experimento o de dos experimentos distintos tienen la propiedad de que
determinan la misma funcién de verosimilitud para un cierto pardmetro 8 o determinan funciones
de verosimilitud que son proporcionales entre si. Entonces, xi,...,x, € yi,...,y, proporcionan
la misma informacién acerca del valor desconocido de 6 y un cientifico obtendra la misma
estimacion de 6 a partir de xq,...,x, o de yi,...,y,. A esta afirmacién la conocemos como el
principio de verosimilitud.

Por ejemplo, supéngase que un cientifico debe estimar la proporcién desconocida 6 de articulos
defectuosos de un gran lote manufacturado. Supéngase, ademads, que se informa al cientifico
que diez articulos fueron seleccionados al azar del lote y que resultaron exactamente dos de-
fectuosos y ocho no defectuosos. Supdngase, sin embargo, que el cientifico no sabe cual de
los dos siguientes experimentos se ha llevado a cabo: (1) Una muestra fija de diez articulos
ha sido seleccionada del lote y se encontré que dos de los articulos fueron defectuosos. (2) Se
han seleccionado articulos al azar secuencialmente del lote hasta haber obtenido dos articulos
defectuosos y se encontré que hubo que seleccionar un total de diez articulos.

Para cada uno de estos dos experimentos posibles, los valores observados determinan una funcién
de verosimilitud que es proporcional a 8%(1 — )8 para 0 < 6 < 1. Por tanto, si el cientifico
utiliza un método de estimacién que es compatible con el principio de verosimilitud, no necesita
saber cudl de los dos experimentos posibles fue realizado realmente. Su estimacién de 6 seria
igual en cualquier caso.

A continuacion se calcula la funcién de verosimilitud para algunas de las distribuciones tedricas
mas relevantes

Ejemplo 7.8:: Obtener la funcién de verosimilitud muestral si Xi,...,X,, es m.a.s. de X tal
que:

a) Si X ~ B(1,p), entonces

n n

X, p) =[£G p) =P (1= p)' ]

i=1 i=1

[ pEEri(1—p)y i six; € {0,1},Vi=1,2,..,n
10 fuera
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= pﬂ’ﬂ”(l —P)n_z?:‘xih(xlﬂ ees ),

1 sixg,... 1
siendo h(x, ..., x,) la funcién indicador dada por h(x, ..., x,) :{ 0 SEAL e A 6];{0’ }
uer.a

b) Si X ~» Bin(m, p), entonces

0ot = T s ) = LTI ) 0= )

i=1 i=1 !
n
B [H(Zf)]pi?—le'(l—p)"m—i?—nxt‘ sixi€{0,1,...,m},Vi=,1,2,..,n
= =1\

0

fuera

n m n . _yvn .
= [H (X‘)]pzi_l/n(l _p)nm Zi:IXIh(xl’ "'7xn)7

i=1 l

1 sixg,... 0,1,...
siendo h(xy, ..., x,) lafunciénindicadordadaporh(xl,...,x,,):{ 0 i1, ot € {0, 7f m}
uera.

¢) Si X ~ P(A), entonces

O, e X, A) = f[f(xi,x) = [ﬁﬁe—l]

K
i=1 =1 X

AaT
_ ) e T six; e NU{0},Vi=1,2,..,n
= X!
0 fuera
Ly
o A
=e M — 'h(xl,...,xn),
lz]x,.

siendo A (x, ...,x,) la funcién indicador dada por h(x, ...,x,) = { Lsix, i € NU{0}

0 fuera.
d) Si X ~ U(a,b), entonces
n n 1
f(-xlv"'v-xn7a7b):Hf(-xi7a7b): (
i=1 il b—a
. ﬁ SiX,‘E(Cl,b),Vizl,z,..,l’l
R ) fuera

1
(b_a)nhl(x17"'anya)hZ(xlm, ...,xn,b),

siendo Ay (x1,...,x,) y ha(x1,...,xn, b) las funciones indicadores dadas por

1 si min{xy,...,x,} >a
hi (X1, xn,a) = { 0 en otro caso
9
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si max{xy,...,.x,} <b

1
h s Xp,b) =
2(X1; -, %n, D) {0 en otro caso.

e) Si X ~ exp(1), entonces

n

N

f(xla---axna)t):Hf(X,‘,)L): [)’e_lxi] —
i=1 i=1
lne—lzi:m Six>0Vi=12 .1
0 fuera
“AY . x;
= A" iy ]’l(xlv""‘x”l)7

1 sixg,...,x, >0

siendo A(xy, ..., x,) la funcién indicador dada por A(xy,...,x,) = { 0 7
uera.

f) SiX ~ I'(a,p), entonces

n n pa ' 1
f('xla "'7~xn7aap) = Hf()ﬁ,a,p) = [F_e_l)xzx?_ ] —
i=1 i1 L(a)
e pTl N T - . .
T@T ¢ o (qxi)a U osig>0,Vi=1,2,..,n
=
0 fuera
pna

—PYi i Na—1 X X
“ware ).

n

I sixpg,...x, >0

siendo A(xp,...,x,) la funcién indicador dada por h(xy,...,x,) = { 0 7
uera.

g) SiX ~ N(u,o), entonces

n n 1 — (-

f(xl,...,xn,/,t,(f)IHf(x,-,/.L,G): ( e 20° )

i=1 i=1 OV2m

1 —¥ (-w)?
=————¢ 27 six; e R)Vi=1,2,..,n.
(cV2m)"

h) Si X ~ B(a,b), entonces

n

f(xl,...,xn,a,b):Hf(xi,a,b): (ﬁ
i=1 i=1

S
—
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(ﬁ(; b))"(Hx,-)“_] [H(l —x,-)]b_] six; € (0,1),Vi=1,2,..,n
= ' i=1 i=1
0 fuera
1 n

= (

>"<1_ﬁxi>“[n<1 )P (et ),

i=1

B(a;b)

1 sixp,...x, €(0,1)

siendo A(xy,...,x,) la funcién indicador dada por A(xy, ..., x,) = { 0 f
uera.
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Tema 8

Estimacion puntual I. Introduccion. Métodos para encontrar estimadores:
método de los momentos, estimadores maximo-verosimiles, estimadores in-
variantes.

8.1 Estimacion Puntual

Nos situamos en el modelo paramétrico, es decir, dispondremos de una muestra aleatoria simple
X1,X3,...,X, de una poblacién X que se distribuye segin f(x,0), 8 € @, siendo 6 un pardmetro
o vector de pardmetros desconocidos. ® es el espacio paramétrico, conjunto de valores posibles
de 6. La estimacion puntual persigue hacer un prondstico de 0 a partir de la muestra, utilizando
algun estadistico T = T' (X, X2, ..., Xy ), que en este contexto recibe el nombre de estimador.

Dado lo poco exigente que es la definicion de estimador (estadistico) habra estimadores con
mejores y peores propiedades. La teorfa de la estimacién puntual se dirige a determinar criterios
de estimacion razonables y buscar para cada uno de ellos cudl serfa el estimador 6ptimo, para los
diferentes parametros desconocidos de las distribuciones (o de modelos mas complejos).

Ejemplo 8.1: Se desea estimar la media de las puntuaciones del curso 2020-2021, pero solo se
dispone de 50 puntuaciones seleccionadas aleatoriamente. La media de la muestra (la estimacién),
es igual a 5.6 y atribuimos este valor a la media del curso completo.

Resumiendo,
Media poblacional curso 2020-2021, u = Desconocida.

Estimador: Media muestral: X .
Estimacién de u: 5.6.
Podemos utilizar como estimadores de 1la media de la poblacion otros estadisticos de tendencia
central como la moda o la mediana, pero NO todos los estimadores son apropiados. Los estima-

dores deben satisfacer ciertos requisitos, y por esta razén, como se ha dicho, interesa conocer sus
propiedades a fin de utilizar los que sean adecuados segun las circunstancias de la estimacion.

8.1.1 Propiedades de los estimadores

A continuacién se exponen tres propiedades que pueden cumplir (o no) los diferentes estimadores
de un pardmetro. Los siguientes conceptos seran extendidos en el capitulo préximo.
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i) Sesgo. Se dice que un estimador es insesgado para estimar un cierto pardmetro si la esperanza
de la distribucion del estimador es igual al parametro.

Ya se vio anteriormente que la media muestral siempre es un estimador insesgado para la media
poblacional y la cuasivarianza muestral siempre es un estimador insesgado para la varianza
poblacional.

ii) Consistencia. Un estimador es consistente si aproxima (en probabilidad) el valor del parame-
tro cuanto mayor es n (tamafio de la muestra).

iii) Eficiencia. Diremos que un estimador es mds eficiente que otro si la varianza de la dis-
tribucion muestral del primero es menor que a la del segundo. Cuanto menor es la eficiencia,
menor es la confianza en que el estadistico obtenido en la muestra aproxime al pardmetro
poblacional.

8.2 Estimadores invariantes.

Un estimador es invariante si se verifica que el estimador de una funcién del pardmetro es igual a
la funcidn del estimador del pardmetro. Es decir,

—

£(6)=f(6).

Por ejemplo si la varianza muestral es estimador de la varianza poblacional, cuando el método
de estimacion es invariante, la desviacion tipica muestral serd estimador de la desviacion tipica
poblacional. Existen estimadores invariantes a cambios de origen, cambios de escala, o cambios
de origen y escala.

Estimadores C. origen C. escala
X (media muestral) No invariante No invariante
5% (varianza muestral) Invariante No invariante
S (desviacion tipicamuestral)  lnvariante No invariante
P (coeficiente de correlacion) [nvariante [nvariante

Tema 8. Estimacion puntual I. Introduccién. Métodos para encontrar estimadores: método de los momentos,
estimadores maximo-verosimiles, estimadores invariantes.



8.3. Estimacion maximo verosimil 149

8.3 Estimacion maximo verosimil

Sea X1, X7, ...,X, una muestra aleatoria simple de una poblacién X ~ f(x,0), 6 desconocido.
Llamaremos estimador maximo verosimil de 6 a 0 tal que:

-~

flx1,x0,..0,x0,0) = mée’txf(xl,xz, ey X, 0)

Entonces el estimador méximo verosimil es la funcion de la muestra que hacen mds verosimiles
los resultados observados. Puesto que nos adherimos a la maxima verosimilitud, los resultados
observados debe suponerse que son los mds probables, ya que bajo mdxima verosimilitud
sucede lo més probable. Para optimizar (maximizar) f(xj,x2,...,X,, 0) en 6 tenemos que anular
la derivada (si existe) % f(x1,x2,...,x,,0). Sin embargo, la funcién de verosimilitud es un
producto de densidades, lo que la hace especialmente incomoda para la derivaciéon. Pero como
Inx es una funcion creciente, el valor de 6 que maximiza f(xy,x2,...,X,,0) es el mismo que
maximiza Inf(xy,xp,...,x,, 0). Por tanto, para determinar 6, resolveremos la llamada ecuacién
de verosimilitud.

d
—aelnf(xl,xz, ey X, 0) = 0.
No es necesario calcular la derivada segunda y ver que es negativa. Se puede demostrar que la
raiz de la ecuacion de verosimilitud (si existe) es un maximo. Si la funcién de verosimilitud no
es derivable respecto de 0 tendremos que acudir a otras técnicas que proporciona el cdlculo para
optimizar una funcién.

Ejemplo 8.2: Sea X, X5, ..., X,, muestra aleatoria simple de una poblacion X ~ B(1, p). Vamos
a calcular el estimador mdximo verosimil para p.

n n
F 1wt p) = [ 1/ p) = [T (1 = p)' = = (1 = py B,
i=1 i=1

n

Inf(xy,..x,,p) = Zx,- ‘Inp+ (n— in)ln(l -p),
i=1 i=1

n n
le' n— in
i=1 i=1

a =
%lnf(xla-xa;-..;xn)p): p + l_p (_1):m

n

Zx,-—np
i=1 _

=0

n n
=Y xi—np=0=p=""=——=X.

Ejemplo 8.3: Sea X, ..., X;, muestra aleatoria simple de una poblacién X. Determinar el estima-
dor maximo verosimil para:

a) p si X ~ Bin(m, p).

b) A si X ~ P(A).
c)0siX~U(0,0).

d) asi X ~ TI(a,p), p conocido.
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e) psiX ~ TI'(a,p), aconocido.
f)usiX~N(u,op).

g) o SIXMN(/*L(NO-)
h) X ~ Cauchy centrada en 6.
i) 0 si X ~ B(6,1).

a) p si X ~ Bin(m, p).

Sea X1, X>, ..., X, muestra aleatoria simple de una poblacién X ~ Bin(m, p). Vamos a calcular el
estimador méximo verosimil para p.

n

flx1,..xy,p) = Hf(xi,P) = ﬁ[(:f) pi(l—p)" ] ]

i=1

Il
T
N
s3
N~
-}
Iy
[
E
Py
[—Y
|
3=
S
i
[
=

n m n
Inf(xi,..xy,p) = ;ln(Xi) + Z

xi-Inp+
i=1

(mn— Y. x)in(1 - p),

i=1

Inf(x1,X0, .0 Xn, p) = =1
9 f(x1,%2, 5 Xn, P)

in—mnp
i=1 i=1
AT B (-
n ;X‘ X
:l_zix,—mnp—o:ﬁ:l;m =
b) psiX ~ P(1).

Sea Xi,X2, ..., X, muestra aleatoria simple de una poblacién X ~» P(A). Vamos a calcular el
estimador médximo verosimil para A.

n nooXi )y):zr'l:lxi
Fxt,exnA) =[] f(xi,4) = H(Fe—") =
i=1 i=1 7

X!
n n
Inf(xi,..xy,A) = —nA+ in-ln/'t —In(

H)Cﬂ),
i=1

~

=1

¥ x

=1

~.

== =X.
n
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c)0siX~U(0,0).
Sea X1,X>, ..., X, muestra aleatoria simple de una poblaciéon X ~ U (0, 6). Vamos a calcular el
estimador mdximo verosimil para 6.

- 1 A si X1,X2,...,Xp € [O 9]
X 0 _I I . 0) = = CE s ALy ey )
f( 1, X2, -3 X, ) ) 1f(x,, ) { L

i=1

0
B % si min{xy,x2,...,x,} > 0y max{xy,xz,....,x,} < 6
0 fuera.

La funcidn no es derivable respecto de 6. Para optimizar 0 observamos que % es decreciente de
6. Como queremos maximizar en 6, debemos asignarle el valor méas pequefio posible. Como
0 > max{xy,xs,...,x, }, entonces 0 = max{X;,X,...,X,}.

Este ejemplo, ligeramente matizado sirve para probar que el estimador mdximo verosimil puede
no existir en un modelo dado.

Si modificamos la densidad uniforme escribiendo

1 .
_J 5 six€l0,0)
f(x,6) { 0 fuera,

un andlisis como el previo nos lleva a que
1 ., .
oy o s min{xy,,...,x,} >0y max{xy,,....x,} <6
f(X],XZ,...,Xn, ) -
0 fuera.

Entonces el estimador maximo verosiml es el menor valor posible para 0 bajo la restriccion
6 > max{xy,...,x, }, de donde se concluye que no existe en este caso.

d) asi X ~ I(a,p), p conocido.

Sea X,X>, ..., X, muestra aleatoria simple de una poblacién X ~ I'(a, p). Vamos a calcular el
estimador méximo verosimil para a.

n a

flx1,.xp,a) = ﬁf(xi,a) = H(p—

p n
e ™= rpe Mo

[[(a)] i1

N

n n
Inf(xi,...xy,a) = nalnp —ninl'(a) — p in +(a—1) Z Inx;,
i=1 i=1
' (a)
[(a)

—Inf(x1,x2,...,.Xp,a) = nlnp —n

B +i;lnx,~ =0,

Tema 8. Estimacion puntual I. Introduccién. Métodos para encontrar estimadores: método de los momentos,
estimadores maximo-verosimiles, estimadores invariantes.



8.3. Estimacion maximo verosimil 152

es decir,
I"(a)
I'(a)

n
:Zi;lnxi

No hay expresion funcional para a, pero conocida las observaciones se puede resolver numérica-
mente la ecuacion.

' (a)

En diversas colecciones publicadas de tablas matemadticas, se incluyen tablas de la funcion (@)
que se denomina funcién digamma. Para cualesquiera valores concretos xi, ..., x, el Gnico valor
de a que satisface la ecuacion anterior se debe determinar consultando esas tablas o realizando
un andlisis numérico de la funcién digamma. Este valor serd el estimador médximo verosimil de
a.

e) psiX ~ I'(a,p), aconocido.

Sea X1,X>, ..., X, muestra aleatoria simple de una poblacién X ~ I'(a, p). Vamos a calcular el
estimador médximo verosimil para p.

N

a na

f(x17~---xn;p I_If xlap (F}EG) e_pXIxza 1) - [I—wlza)]nepﬂllxj(nxi)a_la
i=1

l:

n n
Inf(xi,...xy,p) = nalnp —nin(T'(a)) —pri +(a—1) Zlnxi,
i=1 i=1

a ~
—Inf(x1,x0, ... xp,p) = —— ) x;=0=p= =
dp p

f)usiX~ N(u,o) o conocido.

Sea X1,X>, ..., X,, muestra aleatoria simple de una poblacién X ~ N(u, o). Vamos a calcular el
estimador maximo verosimil para U.

Floreeait) =) = T Jme ) = e
X1y.--Xn, Xi, = e 2 = e 20 ,
] 2 2 i 2n (oV2rm)
n
Inf(xy,..x, L) = —nlnG—Eln (2m) — ;

-2 n

20_ (xi—,u)(—l):0:>Zx,~—n,u:0:>ft:)_(.

i=1

0
@lnf(xl?-xz) xnnu“)
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g) osiX~ N(u,o), u conocido .

Sea X1, X3, ..., X,, muestra aleatoria simple de una poblacién X ~ N(u, o). Vamos a calcular el
estimador mdximo verosimil para ©.

J _ 3 RN
%lnf(xlu-xaa"wxnuc) - ? - 5(_20 )Z(xl au) =0

y por tanto

h) X ~» Cauchy centrada en 6.

Supongamos que las variables X, ..., X, constituyen una muestra aleatoria simple de una distri-
bucién Cauchy centrada en el punto desconocido 6(—eo < 0 < oo). La funcién de densidad es la

siguiente:
1

[1+(x—6)]

Obtendremos el estimador maximo verosimil de 0.

,para —oo < x < oo,

fx,8) =~

La funcion de verosimilitud es:

f(x1yexn,0) = -

Por tanto, el estimador maximo verosimil de 0 serd el valor que minimice

n

[T+ (xi— )7 (8.1)

i=1

Para cualesquiera valores de xi,...,x, el valor de & que minimiza la expresién 8.1 se debe
determinar por medio de cdlculos numéricos.
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i) siX ~ B(6,1).

Sea X1, X3, ..., X, muestra aleatoria simple de una poblacion X ~ B(6,1) con funcién de densi-
dad o1
0-x*"" sixe (0,1

fuera.

Entonces
n

0" (J1x1)? ! sixy,...x,€(0,1)
fx1,.x,,0) = IIJ !

0 fuera.

n n
Inf(xi,...,x,,0) =nlnb + (6 — 1)ln(Hx,~) =nln6+(60—1) Zlnx,'.
i=1 i=1

1 —n

0 n -
%lnf(xl,...,xn,e) = 5+lenx,- =0=6=— ,
= Z ll’lXi
i=1
es el estimador maximo verosimil.

Ejemplo 8.4: Sea Xj, ..., X, muestra aleatoria simple de X ~ f(x, ) siendo:

Lemo six>0
0)=1{ 9 =
f(-xa ) { 0 fuera)
f(x, 4)
v
X
Calcular el estimador maximo verosimil de 6.

s e 1 X
f('x17"'xn79):1_[f(xi,8): (569 ):me 7] ,

i=1 i=1
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Inf(xy,...x,,0) = —nin6 — %xi’
%lnf(xl,xz,...,xn,e) — % _0

n
:>—n9+2x,-20:>0:)_(.
i=1

Ejemplo 8.5: Sea X, ..., X, muestra aleatoria simple de X ~ f(x, 0) siendo:

e e six>0

reo)={ ¢

fuera.

f(x, #) "T.

Calcular el estimador maximo verosimil de 0.

n . .
e Lim1%ien®  gix) xo, ..., >0

f(xl,...xn,e) = { 0

fuera.

noo.. . .
e~ Li=%ig"® i min{xy,x2,...,x,} > 6
0 fuera.

No es derivable respecto de 0. f(x1,...x,, 0) es una funcién creciente de 0 ya que " lo es. Para
maximizarla debemos asignar a 6 el valor més grande posible. Dado que 6 < min{xy,...x, }. El
estimador maximo verosimil es 6 = min{Xj,...X,}.

Ejemplo 8.6: Sea Xj, ..., X, muestra aleatoria simple de X ~ f(x, ) siendo:
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f(x,0)=ke™ 7 sixeR,0>0.

Vamos a calcular el estimador méximo verosimil para 6.

f(x,0) =ke™ G sixeR,0>0.

ked six>0,0>0
ked six<0,0>0.

En primer lugar, vamos a calcular el valor de k.

0 o
X —X l
lz/mkeedx+/0 ke7dx:>k:%.

' ||||‘.§ x

Una vez conocemos al completo la funcién de densidad, procedemos a calcular el estimador
méximo verosimil.

flx1,..x,,0) = ﬁf(xi,e) = H(%ee) = (26)nef7

1 n
Inf(xy,...xp,0) = —nln2 — nln® — 5; |xil,

a —n }’lf xl.

aelnf('xl X2, xn,9)27_|_21—9+2|’:0

= Xi| —
n9+z |x,|_0:>9_ Yis Xl —TX|.

i=1
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8.3.1 Invarianza del estimador maximo verosimil.

Supdngase que las variables Xi, ..., X, constituyen una muestra aleatoria simple de una distri-
bucién cuya funcién de probabilidad o funcién de densidad es f(xi,...,x,, 0) con pardmetro 0
desconocido y sea 6 el estimador méximo verosimil de 6. Entonces, para cualesquiera valores
X1,...,X, la funcién de verosimilitud f(xi,...,x,,0) se maximiza cuando 6 = 6.

Supongase ahora que se cambia el pardmetro de la distribucién como sigue: en lugar de expresar
la funcion de probabilidad o la funcién de densidad f(x,0) en funcién del parimetro 6, se
expresa en funcién de un nuevo parametro r = g(0), donde g es una funcién biunivoca de 6. Se
define 6 = h(t) como la correspondiente funcién inversa. Entonces, la funcion de verosimilitud

serd f(xy,...,xn, h(1)).

—

El estimador méaximo verosimil g(0) serd igual al valor de  que maximice f(xi,...,x,,h(t)).
Puesto que f(xi,...,x,,0) se maximiza cuando 6 = 0, resulta que f(x,....,x,,(t)) se maxi-
miza cuando /(¢) = 6. Por tanto, el estimador maximo verosimil 7 debe satisfacer la relacién

h(t) = 60 equivalentemente, 7 = g(0). Se ha establecido por tanto, la siguiente propiedad, que
se denomina propiedad de invarianza de los estimadores maximo verosimiles.

Proposicién 8.1: Sea X, X5, ..., X, muestra aleatoria simple de X ~ f(x, 0). Si 0 es el estimador
maximo verosimil de 0 y g(0) es una funcién biunivoca de 6, entonces

2(6) = 2(6).

Es decir, el estimador méximo verosimil de g(6) es g del estimador mdximo verosimil de 6.

Ejemplo 8.7: Sea X1,X>,...,X, m.a.s. de X ~ N(u, o), o2 =82 y 0 =Syaque o =Voles
funcién biunivoca de 2.

Ejemplo 8.8: Sea X|,X5,...,X, m.a.s. de X ~ P(A). Obtener el estimador médximo verosimil
para P(X =0).

gA)=PX=0)=¢"* ’})—? = ¢ que es funcién biyectiva de A. Luego por la invarianza de
estimador maximo verosimil, g(A) = (e *) =e 4 =¢~*

Por tanto, si las observaciones en una realizacion muestral de tamafio n = 8, fueran 1, 3,5,5,2,8,6,4,

la estimacion de A seria,
_ 34
AR =t 405,
8
ylade g(1)

PX=0)"=¢ 4%,

Si no tuvieramos informacién de que la distribucién fuera de Poisson, P(X = 0)* =2 =0, P(X =

8
5) = % = 0,25. Con informacién sobre la distribucién (Poisson), P(X = 5)* = e~ 2> 4%'55
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Ejemplo 8.9: Sea 2,5,3,1,0,7,1,2,0,8 una realizacién muestral de X ~ exp(A), obtener la
estimacion maximo verosimil de P(X > 1). Utilizamos el principio de invarianza.

PX>1)= / e Mdx = —e_lx]:o =t
1

Luego el estimador maximo verosimil de P(X > 1) es:

~

P(7>\1) —et=ex,

-

y la estimacion para la realizacion muestral obtenida es:

8.3.2 Estimacion maximo verosimil en el caso de varios parametros des-
conocidos

Sea X1, X5, ..., X, muestra aleatoria simple de una poblacién X ~ f(x, 0y, ..., 6;), siendo 04, ..., 6
parametros desconocidos. Para obtener los estimadores maximo verosimiles de 0y,...,6; en
el caso de que f(xy,...,xpn, 01, ..., 6;) sea funcion derivable respecto de cada uno de los para-
metros, anularemos el gradiente de Inf(xy,...,x,, 61, ..., 6). Es decir, los estimadores maximo
verosimiles se obtendrdn como raices del sistema de ecuaciones de verosimilitud.

0
8_911nf(x1"“’xn’91"”’9]() =0

d
a—ezlnf(xl,...,xn,01,...,9k) =0

0
a—eklnf(xl,...,xn,el,...,Gk) =0.

Puede demostrarse que la solucion de este sistema hace definida negativa la matriz Hessiana
en ese punto. Por tanto, en las aplicaciones no es necesario calcular la matriz Hessiana. Si la
funcién de verosimilitud no es derivable de alglin pardmetro tenemos que analizar el crecimiento-
decrecimiento en dicho pardmetro.

Ejemplo 8.10: Sea X;,X>, ..., X;, muestra aleatoria simple de una poblacién X ~ N(u, o) con
U, o desconocidos. Obtener el estimador maximo verosimil de it y de ©.

n 1 —w? 1 X (i)

f(xlv -~xmli70) = Hf(xia.uaa) - H( e 202 = ¢ 2062
i=1

=1 OV2m (ov2rm)"
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Inf(xy,..x0, 14, 06) = —n-In(v/2m) —n-Inc — L Z(x,- —u)?,

202 5
ilnf(xl X2, ey Xy 1, O) = Z 1):O=>ixi—nu=0:>ﬁ:)?
au ) b ) 62 l:1
ilnf()cl X2y ooy Xy [ G)z_— ii :0:—n02+i(x~—u)2:0
00 3 A2y s Ay, My 26 ~ i

i=1

Comprobemos que efectivamente son maximos demostrando que la matriz Hessiana en ellos es
definida negativa.

H[lnf(Xl,Xz,...,Xn,u,O')] =
2 2
aa—#zlnf(Xth,...,Xn,,u,G) ();L)Wlnf<xl7x27"';xn7u76)
2 2
(g—a”lnf(xl,xz,...,xn,u,c) %lnf(xl,xz,...,xn,u,c)

—n Y Xi—np (_2)

u o2 o2
Lot (-2) &— BT (- np)’
Por tanto,
H[lnf(X1,X2,.... Xy, 1,0)] =

—n
3 0 _
n 3ns -
O 82 84
—n —n
z 0 V_(& O
n 2n - —n
0 z-5 0

. (a
Para que una matriz

Z) sea definida negativa debe ocurrir que a < 0 y que “
c c

Z‘>O.En

efecto, =% <0y

== 0 2n?
2
(6 no n| T4 > 0.

o2 o2

Luego i =X y 62 = §? son maximos y son el estimadores méaximos verosimiles.
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La propiedad de invarianza vista anteriormente, se puede extender a funciones de un vector de pa-
rametros 6. Supdngase que 6 = (0, ..., 6;) es un vector de k parametros reales. Sit = g(0y, ..., 6;)
es una funcién real de 0y, ..., 6, entonces ¢ se puede considerar como una componente de una
transformacion biunivoca del conjunto de pardametros 6, ..., 6; a un nuevo conjunto de k para-
metros reales. Por tanto, si 6y, ..., 6 son los estimadores méximo verosimiles de 0y, ..., 6, de la
propiedad de invarianza resulta que el estimador maximo verosimil de t es 7 = g(6y, ..., 6;).

8.4 Consistencia de un estimador

La consistencia de un estimador tiene que ver con su comportamiento cuadno se incrementa el
tamafno muestral.

Definicién 8.1: Dados X, X5, ...,X,, una muestra aleatoria simple de una poblaciéon X que se
distribuye segiin f(x,0), 6 desconocido, diremos que el estadistico T = T'(X},Xa, ..., X,) es
consistente para estimar 0 si converge en probabilidad hacia 8 a medida que » (tamafio muestral)
tiende a infinito, es decir, si

lim P(|T(Xy,....X,) — 0] > €) =0, Ve > 0.

n—oo

La convergencia en probabilidad de T (X, ..., X,) a 6 se nota

P
T(X1,....,X,)—6.

Al utilizar un estimador consistente el prondstico que se haga de 6 estard mas y mds proximo a

0 a medida de que el tamafo muestral crezca (la calidad de la estimacién mejora con el aumento

de la informacioén).

Algunos ejemplos: Como consecuencia de la ley débil de los grandes nimeros si 6 = EX, T = X
es un estimador consistente para 6 pues tal ley afirma que X BEX =0.

Por tanto si X1,X,...,X, es una muestra aleatoria simple de B(1, p) entonces X (frecuencia
relativa) es consistente para estimar p.

Ejemplo 8.11: Si X1, X5, ..., X,, es una muestra aleatoria simple de P(A) entonces X es consisten-
te para estimar A.

Ejemplo 8.12: Si X;,X>,..., X, es una muestra aleatoria simple de N(u, o) entonces X es con-

sistente para estimar , S? y $2 son consistentes para estimar 62, S y S son consistentes para
estimar ©.

Ejemplo 8.13: Si X, X3, ..., X, es una muestra aleatoria simple de U (a, b) entonces min{X;,X>, ..., X, }
es consistente para estimar a y max{X,X>, ..., X, } es consistente para estimar b.
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Ejemplo 8.14: Si X1, X, ..., X,, es una muestra aleatoria simple de exp(4) entonces X EEx =1

151 _» t 1 istent timar A
)_Z' T= yen onces)f(es consis enepara estumar A.

’

>

luego

>

8.5 Estimacion por el método de los momentos.

Sea X1, X5, ..., X, una muestra aleatoria simple de X ~ f(x, 0, 6,) siendo 0; y 6, dos parametros
desconocidos. El método de los momentos es un método de sencilla aplicacién, pero solo
garantiza que los estimadores obtenidos por dicho método son consistentes. Para aplicarlo
escribimos los pardmetros 0 y 6, como funciones de E(X) y Var(X):

61 = g1(E(X),Var(X)),

6, = 82(E(X),Var(X)).

Entonces los estimadores por el método de los momentos se obtienen sustituyendo en g y g2,
E(X) por X y Var(X) por 2,

61 :gl(X,SZ),
Y o v o2
92 - gZ(X7S )
Como
XLE(X),
y P
S?5Var(X),

por la ley débil de los grandes niimeros, si g; y g» son funciones continuas de E(X) y Var(X),
entonces: R .
01 = g1(X,8%)>g1(E(X),Var(X)) = 61,

0, = 2(X, %) B g2 (E(X), Var(X)) = 6,.

Asfi que se garantiza la consistencia de los estimadores obtenidos por el método de los momentos.

Notese que este es un método de obtencidn de estimadores y que bajo ningtin concepto presupone
que EX = X o que VarX = S? pues como se insisti6, pardmetros poblacionales y estimadores
no deben confundirse. Precisamente el hecho de que si 7 es grande X se aproxime a EX y S° se
aproxime a VarX esto le da sentido al método.

Ejemplo 8.15: Sea X;,X>, ..., X,, una muestra aleatoria simple de
X ~ B(1,p).
Para calcular un estimador de p por el método de los momentos, escribimos p en funcién de

E(X),
p=E(X),
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y entonces el estimador por el método de los momentos es

~

p=X.

Es consistente y ademads es estimador maximo verosimil.

Ejemplo 8.16: Sea X,X>, ..., X, una muestra aleatoria simple de
X ~ Bin(m, p).

Para calcular un estimador de p por el método de los momentos, escribimos p en funcién de
E(X),
E(X)

pP=——"
m

y entonces el estimador por el método de los momentos es

p=

3| >

Es consistente y ademads es estimador maximo verosimil.

Ejemplo 8.17: Sea X;,X>, ..., X,, una muestra aleatoria simple de
X~ P(A).

Para calcular un estimador de A por el método de los momentos, escribimos A en funcién de
E(X),
A =E(X),

y entonces el estimador por el método de los momentos es
A=X.

Es consistente y ademads es estimador maximo verosimil.

Ejemplo 8.18: Sea X;,X>, ..., X, una muestra aleatoria simple de
X~ U(0,0).

Para calcular un estimador de 0 por el método de los momentos, escribimos 6 en funcién de
E(X),
0
0 =2E(X),yaque E(X) = 5
Entonces el estimador por el método de los momentos es

0 = 2X.

Es consistente pero no es estimador méximo verosimil, ya que éste es 8 = max{X;,Xa,..., X, }.
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Ejemplo 8.19: Sea X,X>, ..., X,, una muestra aleatoria simple de
X ~ exp(A).

Para calcular un estimador de A por el método de los momentos, escribimos A en funcién de
E(X),
1
EXX)’
y entonces el estimador por el método de los momentos es

~ 1
A,:T.
X

A=

Es consistente y ademads es estimador maximo verosimil.

Ejemplo 8.20: Sea X1,X>, ..., X,, una muestra aleatoria simple de
X~ N(u,0),

Uy o ambos desconocidos. Para calcular un estimador de u y otro de ¢ por el método de los
momentos, escribimos i y ¢ en funcién de E(X) y Var(X),

p=E(X),

62 = Var(X), por lo que 6 = \/Var(X).

Entonces el estimador por el método de los momentos es

u=X,

o=,
y ~

o=3_.

[l es consistente y también estimador méximo verosimil; S? es consistente para 62 y es estimador
maximo verosimil y § es consistente para o y también es estimador mdximo verosimil.
Ejemplo 8.21: Sea X, X>, ..., X;, una muestra aleatoria simple de

X~ TI(a,p),

a'y p ambos desconocidos. Para calcular un estimador de a y otro de p por el método de los
momentos, escribimos a y p en funcion de E(X) y Var(X). Entonces, dado que

a
EX)=—,
p
Y a
Var(X) = —,
p2
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se tiene
E(X) _
Var(X) P
' *(X)
E“(X
=pEX)=—-—.
a=PEX) Var(X)
Entonces, los estimadores por el método de los momentos son:
X2
a = ?’
y _
. X
T2

Ambos estimadores son necesariamente consistentes pero no son estimadores maximos verosi-
miles.

Ejemplo 8.22: Sea X1, ..., X;, muestra aleatoria simple de X ~ f(x, 0) siendo:

F(x,0)—ke 5 sixeR,0>0.

Vamos a calcular el estimador por el método de los momentos para 6. Primero, vamos a calcular
el valor de k.

F(x,0)—ke 5 sixeR,0>0

ked six>0,0>0
ket six<0,0>0

0 oo
x —x 1
/ ‘ x+/o o 20

—00
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Una vez conocemos al completo la funcién de densidad, procedemos a calcular el estimador por
el método de los momentos.

0

E(|Xi|):/ |X|f(x,9)dx:/ —xkezdx—i—/ xke® dx
oo . A

—_———
t=—x; dt=—dx

0 oo
:/ tkee(—dt)—i—/ xke® dx
oo 0
:/ tkeﬂtdt—f—/ xke® dx
0 0
:2/ xke® dx
0

= Zk/ xe® dx
0

/wx“‘le‘mdx: laz !
0 p

Aplicdndolo a nuestro ejerciciocona =2y p = %, tenemos,

Recordamos que,

E(|X;]) = 2k/ xe® dx
0

2—1)!
ﬂk%
(g)
2k
02

Dado que E(|X;|) = 6, entonces, el estimador por el método de los momentos para 6 es 6 = [X| =

n Xi . . ., . . . . .,
Z’%". Si por ejemplo, estuviéramos bajo la siguiente realizaciéon muestral (—1,2,—-2,3,5), la

estimacion por el método de los momentos para 0 seria szusﬂ = 15—3 =2,6.

Ejemplo 8.23: Sea X1, ..., X;, muestra aleatoria simple de X ~» B(8,1) con densidad

[ k% sixe(0,1)
f(x,6) = { 0 fuera.

1
k
1 :/ kx®dx ==,
0 0

de donde k = 6. Si calculamos EX obtenemos

Entonces

0

1
EX = 0)dx= [ x0x° 'dx=_——.
/xf(x, )dx /Oxx Y=o
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Por tanto, 6EX + EX = 6 6 equivalentemente 8(EX — 1) = —EX y entonces 6 = % con lo

que el estimador por el método de los momentos de 0 es
6=—"—.

Ejemplo 8.24: Sea X, ..., X;, muestra aleatoria simple de X ~ B(1,0) con densidad

[ k1-x)%"1 sixe(0,1)
flx,6) = { 0 fuera.

Si se calcula como antes obtenemos que k = 0 y entonces

EX:/xf(x,G)dx:/IOx(l—x)eldx:x_l_,G/O(l—t)te1(—dt)
0 1

1
1 1 1
=0 [ (1-0)(dt)=0( - = :
/0 ( ) (dt) (9 9+1) 0+1
Asique, O+ 1)EX=1=0= 1E;E(X y el estimador por el método de los momentos sera
1-X

6=——.

X
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Tema 9

Estimacion puntual II. Métodos para evaluar estimadores: error cuadrati-
co medio, suficiencia e insesgadez.

9.1 Estimadores insesgados o centrados

Definicion 9.1: Sea X,X5, ..., X,, es una muestra aleatoria simple de una poblaciéon X que se
distribuye segin f(x,0), 8 desconocido. Diremos que el estadistico T = T'(X1,X>,...,X,) es
insesgado para estimar 0 si ET = 0.

Estimacion de f
utilizando Ty unacierta
realizacion muestral.

————— ——f -
ET=¢) Estimacion de @ utilizando f ET
T en una cierta realizacion
muestral.

T insesgado T no insesgado.

Ejemplo 9.1: Sabemos que si X1, X>, ..., X, €s una muestra aleatoria simple de X tal que EX = 0,
entonces EX = 6.

En particular, si X1, X5, ..., X,, €s una muestra aleatoria simple de B(1, p), EX = EX = p, entonces
X es insesgado para estimar p.

Ejemplo 9.2: Si X;,X>, ..., X, es una muestra aleatoria simple de Bin(m,p), EX = EX = mp,

S . . X\ X . .
entonces X no es insesgado para estimar p. Pero E(.) = p, y £ es insesgado para estimar p
Ejemplo 9.3: Si X1, X;, ..., X, es una muestra aleatoria simple de P(1), EX = EX = A, entonces

X es insesgado para estimar A.

Ejemplo 9.4: Si X1,X5, ..., X, es una muestra aleatoria simple de N(u,0), EX = EX = U, en-
tonces X es insesgado para estimar u. E(S?) = ”;—162, entonces S2 no es insesgado para estimar
o?. Pero E(SZ) = 02,y §2 es un estimador insesgado para ¢. Sin embargo ES # 6 y ES # ©
asf que ni S ni S son insesgados para estimar o. Esto es asf porque E(v/T) # VET

Ejemplo 9.5: Si X,X>,...,X, es una muestra aleatoria simple de U(0,0), EX = EX = g, en-
tonces X no es insesgado para estimar 6. Pero E(2X) = 6, y 2X es un estimador insesgado para 6

167
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Ejemplo 9.6: Si X1,X>, ..., X, es una muestra aleatoria simple de exp(A), EX =EX =py X es
insesgado para estimar p.

9.1.1 Eficiencia

Sea X1, X, ..., X, es una muestra aleatoria simple de una poblacién X que se distribuye segin
f(x,0), 6 desconocido. Si T}, T> son dos estimadores insesgados de 6 diremos que 7] es mas
eficiente que 73 si VarT; < VarT,.

T A
V)

Estimaciones hechas con T2

En general, dados dos estimadores insesgados de 0 serd preferible aquel que sea més eficiente
ya que las estimaciones que proporciona estdn en promedio mds cerca de 0.

Si dada una poblacién y un pardmetro desconocido 8, entre todos los estimadores insesgados
de 0, existiera uno con menor varianza, ese seria el 6ptimo bajo los criterios de insesgadez y
eficiencia. Bajo ciertas condiciones de regularidad es posible determinar la minima varianza
posible para los estimadores insesgados de un cierto pardmetro. Tal minima varianza se conoce
como la cota Cramér-Rao. Si en la clase de los estimadores insesgados existiera uno cuya
varianza coincida con tal cota, automdticamente dispondriamos de un estimador insesgado de
minima varianza.

9.1.2 Cota de Cramér-Rao

Sea X1, X>,...,X,, es una muestra aleatoria simple de una poblacién X que se distribuye segin
f(x,0), 6 desconocido. Supongamos que el soporte de X, S = {x|f(x,0) > 0} no depende de 6
y sea T un estimador insesgado para 6. Entonces:

1

VarT > 3 5
nE[mlnf(X,O)]

A %, cuando existe, se le conoce como la cota de Cramér-Rao.
nE[55Inf(X,0)]

Ejemplo 9.7: Si X;,X>,..., X, es una muestra aleatoria simple de N(u,0), S = {x|f(x,0) >
0} =R y no depende ni de u ni de ©.

Tema 9. Estimacion puntual II. Métodos para evaluar estimadores: error cuadratico medio, suficiencia e insesgadez.
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Ejemplo 9.8: Si X1,X>, ..., X, es una muestra aleatoria simple de P(1), S = {x|f(x,0) > 0} =
NU{0} y no depende de A.

Ejemplo 9.9: Si X, X5, ..., X, es una muestra aleatoria simple de U (0, 0), S = {x|f(x,0) >0} =
(0,0) que depende de 6.

Por tanto, en los dos primeros casos existe la cota de Cramér-Rao, pero no en el dltimo.

Ejemplo 9.10: Sea X|,X>, ..., X, una muestra aleatoria simple de B(1, p), p desconocido. § =
{x|f(x,0) >0} = {0,1}, que no depende de p, luego existe la cota de Cramér-Rao.

flx,p)=p(1=p) ¥ six=0,1
Inf(x,p) =xinp+ (1 —x)in(1 —p)

0 x 1—x X—p
_l , :—+ _1 = T N
37 nf(x,p) » 1_p( ) p(1=p)
5 X—p E(X —p)? VarX 1
e KO = ) = = T = pr  pi—p)
cor=—ti =P VX g
n n n
p(1-p)

Entonces X es insesgado para p pues EX = EX = py VarX = C.C.R. Luego X es estimador
insesgado de minima varianza para estimar p.

Ejemplo 9.11: Sea X{, ..., X;, una muestra aleatoria simple de una poblacién X. Se pide calcular
la Cota de Cramér-Rao y el Estimador Insesgado de Minima Varianza para estimar el pardmetro
desconocido en los siguientes casos:

a) X ~» Bin(m,p), m conocido y p desconocido.
b) X ~ P(A), A desconocido.
c) X ~ N(u,o0p), oy conocido y p desconocido.

a) X ~ Bin(m, p).

Sea X, X5, ..., X, es una muestra aleatoria simple de Bin(m, p), m conocido y p desconocido. S =
{x|f(x,p) >0} ={0,1,...,m} que no depende de p, luego existe la cota de Cramér-Rao.

f(x,P> = <m)px(1 _p)mfx’ six= 0, l,..,m
X

Inf(x,p) = In (’:) +xlnp + (m—x)In(1 — p)

0 x l—x x—mp
——Inf(x,p) = —+ —1)=——"—
ap fxp) p m—p( ) p(1—p)

Tema 9. Estimacion puntual II. Métodos para evaluar estimadores: error cuadratico medio, suficiencia e insesgadez.
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p) X —mp E(X—mp)2 VarX m
E[5-Inf(X,p)>=E ’= = =
[8p nf(X,p)] [p(l—p)] p2(1—p)2  p*(1—-p)?2  p(l—p)
CCR=— _pi=p)
"o-p) o

Entonces EX = EX = mp y no es insesgado para p. Pero E(%) —1lEX=py Var(%) =

T m
1- ¢ . . .. . .
L Varx _ p(-p) _ o CR. Luego % es el estimador insesgado de minima varianza para estimar

m2 n nm
p.
b) X ~ P(A).

Sea Xi,X>, ..., X, es una muestra aleatoria simple de P(4), A desconocido. S = {x|f(x,4) >
0} = NU{0} que no depende de A, luego existe la cota de Cramér-Rao.

X

fx,A) = ;e_l, sixe NU{0}
Inf(x,A) = xInA — In(x!) — A
%lnf(x,l) =-1= x;—’l
E[%lnf(XJL)]z = E[X%;L]Z = %E(X —A)? = %Var(X) = %
C.CR= i} A Ve )
nl n n

Por tanto, X es tal que EX = EX = A y es insesgado para A y Var(X) = C.C.R. Luego X es el
estimador insesgado de minima varianza.

c) X ~ N(u,0p), u desconocido y oy conocido.

Sea X1,X>, ..., X, una muestra aleatoria simple de N(u, 0p), t desconocido. S = {x|f(x,u) >
0} = R que no depende de 1, luego existe la cota de Cramér-Rao.

Flop) = Gojﬁe(%é” iR
Inf(x, ) = —Incy — In(v/2m) — (xz—Gg)z
Fnf(540) = s B ="
E[%lnf(X,u)]z = E[X;Oz“]2 = G%E(X—u)z = GigVar(?O = Gig
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Por tanto, X es tal que = EX = EX = [ y es insesgado para it y Var(X) = C.C.R. Luego X es
el estimador insesgado de minima varianza.

. Es siempre preferible un estimador insesgado a uno sesgado?

Consideremos el siguiente ejemplo:

V)

Estimaciones hechas con estimador insesgado.

En €l se pone de manifiesto que, en ocasiones, un estimador sesgado puede ser preferible a uno
insesgado. ;Como saber cuando se tiene una situaciéon como la anterior? Vamos a definir un
criterio de comparacion de estimadores que sirva para comparar estimadores cualesquiera y no
solo estimadores insesgados como hace el criterio de eficiencia.

Definicion 9.2: Dada una muestra aleatoria simple, Xi,...,X, de X ~ f(x,0) y T =T (X,...,X»)
un estimador, definimos el error cuadritico medio de T para estimar & como ECM(T) =
E(T —6)?.

Es claro que si T es un estimador insesgado de 0, entonces ECM(T) = E(T — 0)?> = E(T —
ET)? =Var(T).

Al comparar dos estimadores cualesquiera de un pardmetro 0 sera preferible el que tenga menor
error cuadrético medio, dado que en promedio, las estimaciones hechas con €l estaran mds cerca
del verdadero valor de 6.

Por otro lado, al comparar dos estimadores insesgados utilizando el criterio del error cuadritico
medio, en la prictica estaremos utilizando el criterio de eficiencia porque el ECM, en ese caso,
coincide con la varianza.

Ejemplo 9.12: Sea X, X>, ..., X,, una muestra aleatoria simple de una poblaciéon X ~ U (0,0) y
consideremos los siguientes estimadores de 0:

i 1
T = max{X1,Xo, .. Xo 1, U = 2% y V = L s { X1, X, .., X, ).
n

Se pide:

Tema 9. Estimacion puntual II. Métodos para evaluar estimadores: error cuadratico medio, suficiencia e insesgadez.
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a) Demostrar que T no es insesgado para estimar 6 pero que U y V si que lo son.
b) Calcular el ECM de los tres estimadores.

a) Para calcular ET, necesitamos la distribucién de 7. Dado que T es una transformacién no
biyectiva de la muestra, no podemos utilizar el teorema jacobiano para calcular su distribucion.
Entonces calcularemos Fr(t).

Sit€(0,0),

Fr(t) =P(T <t) = P(max{X;,Xp,.... X} <t)=P(X; <1,X2 <t,...X, <1¥)

Por tanto,
0 sit <0 -
S el
Fr(t)=4 & site(0,0) :>fT(t){ Oen sit ef(o,e)
1 sit> 0 uera.
Entonces

6 .n n+1

nt n .t 0 no
ET = | tfr(t) dt = —dt = — = 7]
/fT() /0 on en[n+1]0 n+17£ ’

por lo que T no es insesgado para estimar 6.

_ _ 0
EU =E(2X)=2EX =2EX =2E(U(0,0)) = 25 =0,
luego U es insesgado para estimar 6.

1 1 1 né
Ev—p iyt gyt nY
n n n n+1

b

y U es insesgado para estimar 0.

b)
ECM(T) = E(T — 0)* = /(r —0)2fr(t) dt = /e(z - 9)2”;”1 dr
0
n [° ne 262
=o ), (2 +6%—20)"" " dr = CEnCEN
ECM(U) =E(U — 6)? = Var(U) = Var(2X) = 4Var(X) = 4V“;<X)
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4 40> 6?2
= -V 0,0)]=-——=—.
n ar[U( ’ )] nl2 3n
1 1
EcM(vV) = EcM("221) — eP LT —9)?
n n
n+1 (n+1)? (n+1)? 5 o
donde,
ETzz/tzn dtzi[ o_ "
on 0"tn4+240 p42
Entonces, ) ) ) - )
1 1 6 6 6
(ot 1) (ETZ—EzT)z(n+ ) (- ) = :
n? n? ‘n+2 (m+1)?% n0n+2)

. o 6’ 202 6’
Ordenamos los ECM de los diferentes estadisticos y obtenemos que 3~ > (052 > A )

si n > 3. Entonces V, que es insesgado, tiene menor ECM que T que es sesgado pero T tiene
menor ECM que U que es insesgado.

El procedimiento para determinar el estimador insesgado de minima varianza a partir de la cota
de Cramér-Rao es un procedimiento que no es util en todas las ocasiones. Esto es asi por dos
razones:

i) Existen modelos paramétricos en los que no hay cota de Cramér-Rao. Esto sucede, por ejemplo,
en el modelo U (0, 0), donde el soporte S = {x|f(x,0) >0} = (0,0) depende de 6 y por tanto
no existe la CCR para estimar 6.

ii) Existiendo la cota, el estimador insesgado de minima varianza puede tener una varianza
estrictamente superior a la cota. En tal caso no es posible determinar un estadistico con varianza
igual a la cota. Esto sucede, por ejemplo, en el modelo exp(4), como se verd mas adelante.

Para soslayar estas excepciones a la hora de determinar el estimador insesgado de minima
varianza, se refiné el procedimiento creando uno nuevo a partir del concepto de estadistico
suficiente.

9.1.3 Estadistico Suficiente

Definiciéon 9.3: Sea X|,X5,..., X, es una muestra aleatoria simple de una poblacion X que se
distribuye segtn f(x,0), 6 desconocido. Diremos que T es un estadistico suficiente para estimar
0 si contiene toda la informacion de la muestra. Es decir, a efectos précticos para estimar 0 es
igualmente util conocer T = T (X, X>, ...,X,) que conocer X1, X5, ..., Xj,.

Dado que la definicion anterior del estadistico suficiente es poco ttil para determinar tal estadisti-
co, Neyman y Fisher idearon su famoso criterio de factorizacién para establecer en cada modelo
cual seria el estadistico suficiente.

Tema 9. Estimacion puntual II. Métodos para evaluar estimadores: error cuadratico medio, suficiencia e insesgadez.
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Criterio de factorizacion de Neyman y Fisher

Sea X1,X3,...,X,; una muestra aleatoria simple de una poblacién X que se distribuye segin
f(x,0), 6 desconocido. Entonces T = T'(X,X>, ..., X,) es un estadistico suficiente para estimar
6 si y solo si la funcién de verosimilitud muestral f(x,xz,...,x,,0) factoriza de la siguiente
manera:

f(X1,X2, -y Xn, 9) = g(ta 9) ‘h(XI,Xz, -'-7-xn)-

Siendo g(t, 6) una funcién de la muestra y del parametro desconocido que depende de la muestra
solo a través de T = t mientras que A (xy,x,...,X,) es una funcidn solo de la muestra y que, por
tanto, no depende de 6.

Ejemplo 9.13: Sea X, X5, ..., X,, una muestra aleatoria simple de una poblacién X ~ B(1, p).

Entonces,
n

FCet2, et p) = [T Giop) = [T (1 — )
=1

i=1

pz?ﬂx"(l —p)"’):?:'xi h(x1,x2,...0X,)  S1X[,X2,...,x, € {0,1}

-

n'g

g(t,p)
0 fuera.

Siendo
1 sixy,x,...,x, €{0,1}

h(x17x27"'7xn) = { 0 fuera.

Por el criterio de factorizacion T =Y | X; es el estadistico suficiente. Es decir, no es necesario
conocer el resultado de cada ensayo, sino sélo el ndmero total de éxitos.

En el ejemplo se aprecia que el estadistico suficiente no es tnico. Cualquier transformacién
lineal de un estadistico suficiente proporciona otro estadistico suficiente. Trabajaremos con el
maés sencillo.

Ejemplo 9.14: Sea X, ...,X, una muestra aleatoria simple de una poblacién X. Determinar
un estadistico suficiente para estimar el pardmetro desconocido en cada uno de los siguientes
casos:

a) p si X ~ Bin(m, p), p desconocido.
b) 6 si X ~ U(0,80), 6 desconocido.
c) A siX ~exp(A), A desconocido.
d) asiX ~ T'(a,pp), a desconocido.
e) psi X~ I'(ap,p), p desconocido.
f) usiX~ N(u,op), u desconocido.
g) 0 si X ~ N(Uo,0), o desconocido.
h) p si X ~ P(A), A desconocido.

a) p si X ~ Bin(m, p).

Tema 9. Estimacion puntual II. Métodos para evaluar estimadores: error cuadratico medio, suficiencia e insesgadez.
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F 162, p) = [ T ) = fI[(’”) (1= pyH

i=1 =1 \Ni

i=1 L

0

I1 (m>]p =14 (1 — p)"™ =N §ixy,xy,...,x, € {0,1,2,...,m}

fuera.

n m n X n X
= [ (x>] 'hl(x17x27 "'7xn);pzi_1)q<l _p)nmfzi:]x,7

7
-~
(.

S

g(t,p)

siendo

1 sixg,x2,...,x, €40,1,2,....m
hl(xl,xz,...,xn):{ n €4 fuera}

Por el criterio de factorizacién T = )" | X; es un estadistico suficiente para estimar p.
b) 6siX~U(0,0).

n

fex2,cxa,0) =[] f(xi,0) =]

_ —Oln sixp,x2,...,x, € (0,0)
Ll 3 0
1= 1=

fuera.

| =~

{ % si min{xy,x2,...,x,} >0y max{xj,x2,....,x,} < 6
0

fuera.

on ‘hl(X],Xz, '--7-xn)gl(x17x27 cey Xy 6)7

siendo

1 si min{x;,xs,....x,} >0
hl(xl,x2,...,xn) = { 0 { rll:l}lera

1 si max{xy,x2,....x,} < 60
g1(x1,x2, ..., %, 60) :{ 0 b nfiera

Por el criterio de factorizacion T = max{X,Xa, ..., X,, } es un estadistico suficiente para estimar 6
c) A siX~exp(h).

n n

Fx1,x2, s X, A) = Hf(xi,l) _ H(le’“i)
i=1 i=1
)Lne*l):?:lm‘ si 21,20, s cR*
0

fuera.
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n 7127:1)%
— )L’ 'hl(xlu-xZu"'?xn)?
g(t: ;Izlxiaa’)
siendo
n( ) 1 sixg,x,...x, € RT
1(xX1,%2, .., x,) =
ey 0 fuera.

Por el criterio de factorizacién T =Y | X; es un estadistico suficiente para estimar A.

d) asi X ~T(a,po), po conocido.

n a

T fa) = TT120_ g poviga-1
f(xl,xg,...,xn,a)—gf(x,,a)—n[r(a)e Poixd =]

i=1

pod —po Y -1 .
[F(g)]" e (T x)° S1x1,X2,...,%, €RT
0 fuera.

pga i 1 71702"171)%‘
- W(Hxi)a_ e (X x, ),
i1

~ ~~ - h(x17x27"'7xn)
g(t:le'l:I xi7a)
siendo
I ) 1 sixg,x,...x, € RT
1(X1,%2,.00,X,) =
ey 0 fuera.

Por el criterio de factorizacién T' = []}"_, X; es un estadistico suficiente para estimar a.

e) psiX ~ I'(ag,p), ap conocido.

n n ag

f(xl,XZw--»xn,P) = Hf(xi7p)

i=1 i=1

I
-
= S
N

nag 7[12’7:1» o .
L e T IT x)% sixg,xg, . x, €RT

I
=
=3
i)
[=)
S
3

——_[[(a@)]"

gt=xl 1 xi,p) ~~
' h(X1 X2, %n)

-hl(xl,xz,...,xn),

S1X1,X2, ..y Xy € R

siendo
1
0 fuera.
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Por el criterio de factorizacién 7' =} ! ; X; es un estadistico suficiente para estimar p.

f)usiX~ N(u,op), op conocido.

: SR
X1,X2, .00, X, = X; = — ¢ %%
f( Y 9 9 I’l?.u'> gf( l?.LL) izl[(jo\/ﬁ ]
1 7):?:1()617}1)
= e 20
(oV2m)"
L) —pZa Ly ik
_ 1 ne 203 e 2(73 e %)
(o0V2r) P
- g(t: j:]xinu')
h(X1,X2,5....%n)

Por el criterio de factorizacién 7' =} 7' | X; es el estadistico suficiente para estimar L.

g) 0 si X ~ N(up, o), Uy conocido.

l 7Zl:l(x17.u0)
= e 20
(oV2m)"
1 1 ~X | (—Ho)?
= - ¢ 202
ar) @

—— n
R(x) X2 yt) €Ki (Ki—H0)?
Por el criterio de factorizacion T = Y, (X; — o) es el estadistico suficiente para estimar .

h) A si X ~ P(L).

n n Axi
—A
f(x17-x27 '"7~xn7)t’) = .I_Ilf(Xi’A{) = ITI[X_Z' ]
1= =
1% )
_ e_nlﬁ*’:lxz'! $ix1,X2,...,%, € NU{0}
fuera.
Cada B 1
=e nll : ,',l—x."hl(xth:"'?xn)’
Q=X xih) .

-

h(xl 7x27"'7xn)
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siendo
1 six;,x,....x, € NU {O}

hl(x17x27 "'7xn) = { 0 fuera.

Por el criterio de factorizacién T =Y | X; es el estadistico suficiente para estimar A.

Teorema 9.1: (Rao-Blackwell) Sea X1, X>, ..., X,, €s una muestra aleatoria simple de una pobla-
cién X ~ f(x,0), O parametro desconocido. Sea U un estimador insesgado cualquierade 0 y T
un estadistico suficiente para estimar 6. Definimos un nuevo estimadorde 6,V = E(U/T), es
decir, la esperanza de la distribucién condicional de U a T'.

a) V es también estimador inesgado de 6.
b) Var(V) <Var(U)
a) Var(V) =Var(U) siy solo si U es funcién de 7.

Corolario: - Sea X,X5, ..., X, es una muestra aleatoria simple de una poblacion X ~ f(x, 0).
Entonces el estimador insesgado de minima varianza para 6 es necesariamente funcién del
estadistico suficiente.

Demostracion: Supongamos que el estimador insesgado de minima varianza es V' y no es fun-
cién de 7', un estimador suficiente. Por reduccion al absurdo, tenemos por el teorema anterior
que el estimador V = E(U/T) verifica:

a) Es inesgado para 6

b) Var(V) < Var(U) porque por el apartado c) del teorema anterior, la igualdad no puede darse
al no ser V funcién de 7.

Entonces V no puede ser el estimador insesgado de minima varianza porque hemos encontrado
otro insesgado y con menor varianza.

A priori puede haber muchas funciones insesgadas de estadisticos suficientes.

Teorema 9.2:(Lheman-Scheffe) Bajo la condicién de completitud (que se cumple en todos los
modelos usuales) existe una tnica funcidn insesgada del estadistico minimal suficiente. Dicha
funcidn es el estimador insesgado de minima varianza.

Por tanto, para calcular el estimador insesgado de minima varianza en un modelo concreto basta
con corregir el sesgo del estadistico suficiente.

Tema 9. Estimacion puntual II. Métodos para evaluar estimadores: error cuadratico medio, suficiencia e insesgadez.
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Ejemplo 9.15: Sea X, X>, ..., X,, una muestra aleatoria simple de una poblacién X ~ B(1, p).
n

Entonces T = ZXi es suficiente para estimar p.
i=1

p =np = T no es inesgado

-

n n
ET:EZ =Y EX; =
i=1 i=1

1

Corregimos el sesgo: E(%) = %ET —np D, entonces -~ = X es funcién de T e insesgado
para p, por lo que es el estimador insesgado de minima Varlanza para p.

Ejemplo 9.16: Sea X, X>, ..., X,, es una muestra aleatoria simple de una poblacién X ~ Bin(m, p).
n
Entonces T = ZXZ' es suficiente para estimar p.
i=1

n n
ET:EZ _
i=1 :1

-

mp = nmp = T no es inesgado.
1

~

Corregimos el sesgo E (%) = 1 ~ET = nmp p, entonces n{n = % es funcion de T e insesgado

para p, por lo que es el estimador 1nsesgad0 de minima varianza para p.

Ejemplo 9.17: Sea Xi,...,X,, es una muestra aleatoria simple de una poblacién X. Determi-
nar el estimador insesgado de minima varianza corrigiendo el sesgo del estadistico suficiente
para:

a) psiX~ P(A).
b) psi X ~ I'(ag,p), ag conocido.
¢) 621 X ~ N(Up,0), U conocido..
d) psiX~ N(u,op), og conocido.
e) 0siX~U(0,0).
f)AsiX~exp(A).
g) asi X~ I'(a,po), po conocido.

a) psiX~ P(1).

n
T = Z X; es suficiente para estimar A.
i=1

n

ET=E() X)) =

=1 i

-

n
EX; =) A =nA = T no es inesgado.
1 i=1

Corregimos el sesgo: E(L) = %E T = }lnk = A, entonces L = X es funcién de T e insesgado
para A, por lo que es el estimador insesgado de minima varianza para A.

b) p si X ~ T'(agp, p), ap conocido.
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n
T = ZXI' es suficiente para estimar p.
i=1

oy
~N
&
||M=
M:

S dg  do
X; =) — =n— = T no es inesgado.
; p

i=1 i=1 p
oo 1 ool p[lo —pt ao—l nap—1 1
Corregimos el sesgo: E (5 fo Hfr(t)dt = |, (T i = nao . Entonces —%-— es

funciénde T e 1nsesgad0 para p, por lo que es el estimador insesgado de minima varianza para
p.

¢) 62 si X ~» N(up, o), to conocido.

n
T = Z (Xi — o) 2 es suficiente para estimar 2.

i=1
n n n
ET =E(Y (Xi—w0)*) = Y (X7 + ug — 2Xipto) = Y (EX? + Epg — E(2Xipho))
=1

i i=1 i—1

~.

n
= Z(Gz + /.Lg + ,ug —2Uplo) = no? = T no es inesgado.
i=1

2 2

Corregimos el sesgo E (%) 1E T=_no“=o entonces - es funcwn de T e insesgado para

o2, por lo que es el estimador 1nsesgado de minima Varlanza para 62.

d) pusiX~ N(u,op), oy conocido.

n
T = ZXi es suficiente para estimar (L.
i=1

U =np = T no es inesgado.

-

n n
ET:EZ Z X; =

i=1

Corregimos el sesgo: E(%) = %ET n;,L u, entonces - =X es funcién de T e insesgado
para U, por lo que es el estimador insesgado de minima Varlanza para U.

e) 0si X~ U(0,8).

T = max{X;,Xa, ..., X, } es suficiente para estimar 6.

ET = E(max{X},Xs,...,X,}) =

n
n+1
Corregimos el sesgo E (%IT) = ”;1 416 = 0, entonces ”“ T es funcién de T e insesgado para

0, por lo que es el estimador insesgado de minima Varlanza para 6.
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f)AsiX~exp(A).

n
T = Z X; es suficiente para estimar A.
i=1

n n n
ET = E; ; ; :%:Tnoesinesgado.
Corregimos el sesgo
~ | 1AM o AT [® A" T(a=1) A
= —fr(di= | =—Z—e " ldtz—/ Agn=2 — = .
I Cdo €0 0w AT T

Entonces % es funcién de T e insesgado para A, por lo que es el estimador insesgado de
minima varianza para A.

En este caso se puede comprobar que % no alcanza la cora de Cramér-Rao.

1 _ “1 _ 1A —At.n—1 3, A" ~ —At .n—3
E(TZ)_/O tsz(t)dt_/O 2T(n >e t dt_F(n)/o e "'t

A" T(n-2) A2
S T(n) A2 (n—1)(n—2)

de donde 1 | 1 1
Var("==) = (n— 1)2Var(7) =(n— 1)2[E(7)2 —Ez(f)]
A2 A2 A2
== 1)2[(;1— D2 1P a2

2 . 2 .
Y anz es estrictamente mayor que ’% cota de Cramér-Rao en este modelo, como el lector puede

comprobar.

g) asi X~ T'(a,po), po conocido.

n
T = HXi es suficiente para estimar a.
i=1

n

ET :E(ﬁX HEX H_ =

i=1 i=1 Po Po

Aqui no sabemos como corregir el sesgo de 7'y no podemos obtener el estimador insesgado de
minima varianza.

Ejemplo 9.18: Sea X, ..., X;, muestra aleatoria simple de X ~ f(x, 8) siendo:

rwo)={ o

X

6 six>0
fuera
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f(x, #)
v
X
Determinar:
a) El estimador insesgado de minima varianza.
D) (Alcanza la Cota de Cramér-Rao?
a) El estimador insesgado de minima varianza.
1 Xy
f(x1,...x,,0) ¢ 0 h(X],X2, .y Xp)
—_——
g(t:Z?zlxha’)

Siendo
1 sixg,x,...,x, >0

h(x1,X0, .00 Xp) = {

0 fuera.

Por el criterio de factorizacién T =Y} | X; es el estadistico suficiente para estimar 6.

ET=E()_ X)) =) E(X;)=n6,
i=1 i=1
T n X 1 & né
E(x)=E==" ="V EX)=—=6
() =E(==12) = - Y E(X)

Por lo que estimador insesgado de minima varianza es X

b)Alcanza la Cota de Cramér-Rao?

1

CCR=
n-E[%lnf(x,G)]2
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-
f(x,0) = Ge? Inf(x.8) = ~Inf x

0
d -1 x
26" 8) =g+
El— X =FE|l—+ =|"=F
EX-0)> 1 , 1 , 1 1, 1
1 62
C.CR= T =
Y Var(X) = YoX) — & _ ccR

Ejemplo 9.19: Sea X1, ..., X,, muestra aleatoria simple de X ~ f(x, 0) siendo:

e*e? six>0
0) = -
flx,0) {0 fuera
1

fix o) 7]

Determinar el estimador insesgado de minima varianza.

ene n
flx1,..x,,0) = e i=1%i
gl(xl,xz,...,xn) ~—
N -~ s h(x] X0, Xn)
g(t=min{xy,x2,...,x,},0)
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Siendo

gl(-x17x27 "'7xl1) =

1 si min{xy,xp,....,x,} > 6
0 fuera.

Por el criterio de factorizaciéon T = min{X;,X>, ..., X, } es el estadistico suficiente para estimar
0.

La funcion de distribucion de 7 viene dada por:

Fr(t)=P(T <t)=1—-P(T >t)=1—P(min{X;,Xz,.... X, } > 1)

n

=1 —ﬁP(x,- >t)=1 —ﬁ me_xeedx =1-[Jl—¢F
i=1

i=1J1 i=1

—1— O(e1) =
He (™) 0 fuera,

n { 1—ee™ sit>0
i=1

de donde la densidad de T es:

nee " sir>0

frit) = Ff(t) - { 0 fuera.

ET = / e e " dt — nen@/ te M gy == du=dt
0 0

dv=e M, y=""¢ T

|
n

—1 “1 1
:nene [t<_e—nt)]°0°+/ —e_mdt} = 9+—
n o N n
T no es insesgado pero Th = T — rll tiene como esperanza ET, = E(T — rll) =ET — E(%) =
0+ % — % = 0. Luego T, es insesgado para 0 y funcién del estadistico suficiente, y entonces es
el estimador insesgado de minima varianza.

9.1.4 Relaciones entre estimadores.

i) El estimador maximo verosimil es siempre funcién del estadistico suficiente. Por tanto, cuando
sea insesgado serd automdticamente el estimador insesgado de minima varianza. Este es el caso,
por ejemplo, en el modelo B(1, p), Bin(m, p), P(1) y N(u,0p), con oy conocido. También se
alcanza la Cota Cramér-Rao.

ii) Cuando el estimador maximo verosimil no es insesgado, corrigiendo su sesgo (ya que es fun-
cion del suficiente) se obtendra el estimador insesgado de minima varianza. En estas situaciones
no se alcanza la cota de Cramér-Rao.

Tema 9. Estimacion puntual II. Métodos para evaluar estimadores: error cuadratico medio, suficiencia e insesgadez.
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Ejemplo 9.20: En el modelo U(0,6), donde recordamos que 6 = max{Xi,...,X,} que no es
insesgado, corrigiendo el sesgo tenemos ”“ max{Xi,...,X,} que es el estimador insesgado de
minima varianza. En este caso no se alcanza la cota, pues ésta, ni siquiera existe.

Ejemplo 9.21: En el modelo exp(?t) el estimador maximo verosimil es l que no es insesgado.

Corriegiendo el sesgo se obtiene Zn T que es el estimador insesgado de minima varianza. Aqui
,,

aunque existe, no se alcanza la cota, como se vio.

iv) Cuando el estimador maximo verosimil se obtiene como raiz de la ecuacion de verosimilitud,
entonces es consistente y asintéticamente normal (CAN). Ademas es asintoticamente insesgado
y eficiente, es decir, si n — oo, 0 sigue aproximadamente una distribucién
1
N, [— )
nE|[75ln(f(X,0))?]

Ejemplo 9.22: Sea X}, X5, ..., X,, es una muestra aleatoria simple de X ~ B(1, p). El estimador
maximo verosimil X se obtiene como raiz de la ecuacién de verosimilitud, luego es CAN.
Ademids no sélo es asintéticamente insesgado y eficiente, sino que es insesgado y alcanza la

cota para cada n. Por tanto, por ser consistente, X 5 p.y sines grande X ~ap0x N(p, (1 F )) &

X—
T{jp) ~aprox N(O, 1)

n

Ejemplo 9.23: Sea X1, X, ..., X;, es una muestra aleatoria simple de X ~» Bin(m, p). El estimador
maximo verosimil X se obtiene como raiz de la ecuacién de verosimilitud, luego es CAN.
Ademas no solo es asmtotlcamente 1nsesgado y eficiente, sino que es insesgado y alcanza la cota

(1— )).

para cada n. Por tanto, por ser consistente, ——> p,ysines grande ~aprox N(P,

Ejemplo 9.25: Sea X, X, ...,X, es una muestra aleatoria simple de X ~ P(1), el estimador
maximo verosimil X se obtiene como raiz de la ecuacion de verosimilitud, luego es CAN.
Ademids no sdélo es asintéticamente insesgado y eficiente, sino que es insesgado y alcanza la
cota para cada n. Por tanto, por ser consistente, X2, y si n es grande X ~>aprox N(A, %) &

X__ZL ~aprox N(07 1)-

n

Ejemplo 9.26: Sea X, X>, ..., X, es una muestra aleatoria simple de X ~ U (0, ). El estimador
maximo verosimil no se obtiene como raiz de la ecuacién de verosimilitud. Sin embargo, en este
caso sigue siendo consistente.

max{X1, Xz, ..., X, } 2.
Pero no es asintéticamente normal. El max{X;,X>, ..., X, } si n crece no tiene distribucion normal,
como sabemos.

Ejemplo 9.27: Sea X ,Xz, , X, es una muestra aleatoria simple de X ~» exp(A), el estimador

méximo verosimil A = )—( se obtiene como raiz de la ecuacién de verosimilitud, luego es consisten-

z . 24t . 2
te, %E%. Ademds es asintéticamente normal, si n crece, %Mal,mx N(A,4/ 7; )=N(A, \[)

Ejemplo 9.28: Sea X|,X>,...,X, es una muestra aleatoria simple de X ~ N(u, o), entonces
fl =X es el estimador mdximo verosimil y se obtiene como raiz de la ecuacién de verosimilitud,
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. 5P p p - .
luego es consistente X— 1 y §2% 02, Ademds es asintéticamente normal, es decir, si n crece

X ~aprox N (L, \/ 672) EN(Ha\/i;l>~
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Tests de hipdtesis. Introduccion. Métodos para encontrar tests: tests de ra-
tios de verosimilitud. Métodos para evaluar tests: probabilidad de error y
funcion de potencia, tests mas potentes

10.1 Tests de hipoétesis

10.1.1 Introduccion

Dentro de la inferencia estadistica, un contraste de hipétesis (también conocido como test de
hipétesis o prueba de significacion) es un procedimiento para juzgar si una propiedad que se
supone en una poblacidn estadistica es compatible con lo observado en una muestra de dicha
poblacién. Este tipo de andlisis fue iniciado por Ronald Fisher (1890-1962), y fundamentado
posteriormente por Jerzy Neyman (1894-1981) y Karl Pearson (1857-1936).

Mediante esta teoria, se aborda el problema estadistico considerando una hipétesis determinada
Hy, y una hipétesis alternativa Hy, y se trata de determinar si los datos muestran o no evidencia
en contrar de Hj.

La nocidén de contraste de hipdtesis estd fuertemente asociada al concepto estadistico de potencia
y a los conceptos de errores de tipo I y II, que definen respectivamente, la posibilidad de tomar
un suceso verdadero como falso, o uno falso como verdadero.

10.1.2 Motivacion

Se sospecha que una moneda se ha trucado para obtener més caras que cruces cuando se lanza al
aire. Para intentar demostrar esta idea intuitiva, la forma de proceder es llevar a cabo una serie
de lanzamientos, por ejemplo, 30, y tomar nota de la cantidad de caras obtenidas. Si el valor es
alto, por ejemplo, 25 o mds, se considera que el resultado es poco compatible con la hipdtesis de
que la moneda no esta trucada. En este escenario, se concluiria diciendo que las observaciones
contradicen esta hipotesis.

Al aplicar ciertas técnicas probabilisticas, se puede determinar a partir de qué valor de un
cierto estadistico o de una cierta probabilidad se debe rechazar la hipétesis, garantizando que la
probabilidad de cometer un error es un valor conocido a priori. Las hipdtesis pueden clasificarse
en dos grupos, atendiendo a su naturaleza:

* Si especifican un valor concreto o un intervalo para los parametros del modelo. Por ejemplo,
la hipétesis de que la media de una variable es 10

* Si determinan el tipo de distribucién de probabilidad que ha generado los datos. Por
ejemplo, la distribucién de probabilidad es la distribucién normal.

La metodologia de ambos tipos de contrastes es andloga. No obstante, es importante distinguir en
qué escenario se encuadra cada problema, ya que, muchos problemas de contraste de hipotesis
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respecto a un pardmetro son, en realidad, problemas de estimacion, que tienen una respuesta
complementaria en forma de intervalo de confianza. Las hipétesis respecto a la forma de la
distribucidn se suelen utilizar para validar un modelo estadistico para un fendmeno aleatorio que
se estd estudiando.

10.2 Planteamiento clasico del contraste de hipédtesis

Para trabajar con contrastes de hipétesis, hay que establecer una region de rechazo. Se suele
tomar el conjunto de valores que es mds improbable bajo la hipétesis, o lo que es lo mismo,
el conjunto de valores para el que rechazaremos la hipétesis nula Tomando una muestra de la
poblacion en estudio, se calcula un estadistico, que es una funcién de la muestra. Es importante
que la distribucion de probabilidad de este estadistico esté relacionada con la hipétesis en estudio
y sea conocida. Después se calcula la probabilidad de que un valor del estadistico entre en la
region de rechazo. Asi se puede establecer esta region para que la probabilidad de mantener H
cuando sea falsa, sea lo suficientemente pequeiia.

Volviendo al ejemplo de la moneda trucada, se considera que la muestra de la poblacién son
los treinta lanzamientos realizados; el estadistico que se calcula es el nimero total de caras
obtenidas, y la regién de rechazo esta definida por las muestras en las que el total de caras es
igual o superior a 25. La probabilidad de cometer el error de admitir que la moneda esta trucada,
pese a que no lo estd, es igual a la probabilidad binomial de tener 25 éxitos 0 mds en una serie
de 30 ensayos de Bernoulli con probabilidad de éxito 0,5 en cada uno, es decir, 0,0002. Esto
nos dice que, aunque sea poco probable, existe la posibilidad de obtener mds de 25 caras en la
muestra (30 lanzamientos) pese a que la moneda no esté trucada.

Por tanto, se conoce como hipdétesis nula Hy, a la hip6tesis que se desea contrastar. El nombre
de “nula” significa “sin valor, efecto o consecuencia”. Por tanto, entendemos que Hy debe
identificarse con la hipétesis de no cambio (a partir de la opinién actual); no diferencia, no
mejora, etc. Hy representa la hipotesis que mantendremos a no ser que los datos indiquen su
falsedad, y puede entenderse, por tanto, en el sentido de “neutra”. Es importante tener en cuenta
que la hipdtesis Hy nunca se considera probada, aunque pudiera ser rechazada por los datos.
Por ejemplo, la hipdtesis de que dos poblaciones tienen la misma media puede ser rechazada
facilmente cuando ambas difieren mucho, analizando muestras suficientemente grandes de ambas
poblaciones, pero no puede ser “demostrada” aplicando técnicas de muestreo, ya que siempre
existe la posibilidad de que las medias se diferencien en una cantidad lo suficientemente pequefia
para no ser detectada, atin cuando la muestra fuera muy grande.

Definicion 10.1:

Sea X,X>, ..., X, una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de una poblacién X ~ f(x, 0), siendo 6
un pardmetro desconocido. Un contraste o test de hipdtesis sobre 0 es una regla de decision que
permite decidir o elegir entre dos hipdtesis:

* Hy: 6 € ©( Hipétesis nula.

Tema 10. Tests de hipdtesis
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* Hi: 6 € ©; Hipétesis alternativa.

siendo ®p y ®; conjuntos disjuntos del espacio paramétrico ®, o lo que es lo mismo, del espacio
de valores posibles para 6.

Al llevar a cabo un contraste de hipdtesis, la hipétesis nula no se considera probada. Se trata de
determinar si los datos presentan evidencia en contra de tal hipdtesis: cuando una hipétesis nula
no se rechaza, generalmente, otras hipdtesis nulas similares tampoco se rechazan.

Ejemplo 10.1:

Si se lanza 100 veces una moneda y se obtienen 51 caras. En el siguiente contraste:

*Hy: p= %
*H: p#3
no serd rechazada Hy, y tampoco lo seré en el contraste
* Ho: p=1p
“Hi: p# 1o

Cuando los datos permiten rechazar Hy se dice que son significativos. En cambio, si no muestran
evidencia en contra de Hy, se dice que no son significativos.

10.3 Tipos de hipoétesis

Dependiendo de la forma de ®g y ®1, existen varios tipos de hipétesis:

* Hipdtesis simples: son aquellas que se refieren a un tnico valor. Por tanto, ®g y ®; son
ambos unipuntuales.

» Hipoétesis compuestas: son aquellas hipdtesis que no son simples. Es decir, @y y O
contienen ambos mds de un valor.

 Hipétesis unilateral: se corresponde con todos los valores del pardmetros mayores o
iguales que uno dado (unilateral a la derecha), o menor o igual que uno dado (unilateral a
la izquierda).

 Hipétesis bilateral: aquella que contiene todos los valores a ambos lados de uno dado.

Es importante tener en cuenta que las hipétesis unilaterales y bilaterales son compuestas.

Observacion.
La hipdétesis mds relevante para el investigador es la que se coloca como hipdtesis nula, tratando
de determinar si los datos muestran evidencia en contra de ella.
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Para obtener una regla de decision, se debe definir lo que se conoce como region critica “C” del
contraste.

La region critica de un contraste

Hy, 6 €0
Hy, 0 € O

es
C ={X1,Xs,...,X,| serechaza Hy}

es decir, el conjunto de resultados para los cuales se rechaza Hy.

Ejemplo 10.2:

(a) SeaX;,Xs,...,X, unam.a.s. de X ~ P(A). Se desea contrastar

Hy, A=1 hipétesis simple
H;, A >1 hipdtesis compuesta

Una posible regién critica es C = {X1,Xa,...,X, | X > 1,7}, consistente en rechazar Hy si
el promedio supera el valor 1,7.

A pesar de la notacion estdndar que expresa la region critica en términos de la muestra,
C se debe interpretar como el conjunto de realizaciones muestrales (observaciones) cuya
media supera el valor 1,7. La notacién, por tanto, utilizara variables y realizaciones de
dichas variables de manera indistinta.

(b) Sea X1,Xp,...,X, una m.a.s. de X ~ N(u,0p), con media  desconocida y desviacién
tipica oy conocida. Se desea contrastar

Hy, u=20 hipétesis simple
Hy, p+#0 hipdtesis compuesta

Una posible regién critica en este caso es C = {X1,Xa,...,Xa0 | [X| > 0,6}.

(¢) SeaX;,X,...,X, unam.a.s. de X ~ B(1,p), con p desconocido. Se desea contrastar

hipétesis compuesta unilateral izquierda

H07 p <
hipétesis compuesta unilateral derecha

Hy, p>

Ol — N —

Una posible region critica en este caso es C = {X1,Xa,...,Xp0 | Z%:OIXi > 16}, siendo
Y X; el nimero de éxitos.
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Precisamente, la teoria de los contrastes de hipdtesis va encaminada a determinar en cada
problema la region critica que es 6ptima en algun sentido.

10.4 Contrastes de hipétesis simples

Diremos que un contraste es de hipdtesis simples cuando las dos hipétesis son de tipo sim-
ple.

Hy, 6=6)
H, 6=26,

Sea una regla de decision para este contraste, y sea C la correspondiente region critica. Esta regla
de decision conlleva dos tipos de error:

* Error de tipo I: se da cuando se rechaza Hj pese a que es cierta.
* Error de tipo II: se da cuando se mantiene o acepta Hy pese a que es falsa.

Llamaremos « a la probabilidad de error de tipo I, y B a la probabilidad de error de tipo II.
Entonces,

a = p(C|Hy) := pu,(C) = pe,(C) (10.1)

B = p(C|H1) := p,(C) = pg,(C) (10.2)

No es posible reducir simultineamente ambos tipos de error.

La teoria de los contrastes de hipdtesis simples fija una probabilidad méxima, en general,
a = 0,05 para el error de tipo I, y entre todas las regiones criticas que satisfacen esta condicion,
se elige como Gptima la que minimice el valor de f3.

Ejemplo 10.3:
Sea X1,Xs,... X, unam.a.s. de N (u,2). Se desea contrastar las siguientes hipétesis simples:

Hy:u=2 frentea Hy:u=3

Si se utiliza la region critica C = {X1,Xa,...,X, | X > 2,87}, calcular la probabilidad de error
tipo [ y la probabilidad de error tipo II.

2,87-2
a = p (rechazar Hy siendo cierta) = pg,(C) := py—2(C) = p (Z > ’T> =
N
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p(Z>1305)=1-0,91149 = 0,0851, sin=9

— p(Z>0,435\/n) =
p(Z>0435v/n) {p(Z>4,35):0, sin =100

B = p (error tipo II) = p (mantener Hy siendo falsa) = py, (C) = pu—3(C) = pu—3 (X <2,87) =

XN (3 ( ( )<287) <Z<283_ﬁ 3>=p(Z§O,O65\/ﬁ)

{ p(Z
p(Z
donde, para calcular las probabilidades de los distintos tipos de error, n =9 y n = 100 son valores

de tamafio muestral cualesquiera. Se podrian haber elegido otros. Légicamente, la informacion,
el aumento del tamafio muestral, reduce la probabilidad de error.

195) =1-0,57535 =0,42465, sin=9
65) =1-0,74215 = 0,25785 sin=100

I/\ I/\

10.4.1 Determinacion de regiones criticas 6ptimas en contrastes de hipo-
tesis simples

A continuacidn se explica como minimizar una combinacion lineal de las probabilidades ambos
tipos de error.

Proposicion 1.

Sea X1,Xp,...,X, unam.a.s. de X ~ f(x,0),y se desea contrastar Hy : 0 = 6 frente a H; : 6 =
61, ambas hipdtesis simples. Sean f(x1,x2,...,X,,600) y f(x1,%2,...,%,, 61) las verosimilitudes
muestrales bajo 6y y 0y, respectivamente.

Consideramos la regla de decision 6* con region critica
C'= {X1,X0,..., X0 | af (X1,X2,...,Xn,600) < bf(X1,X2,...,Xn,61),a,b,€ R}.
Entonces, esta regla de decision es tal que, para otra regla 0 con region critica C se tiene que

ao(6*) +bB(8*) < ao(8)+bB(8); es decir, la regla 6* minimiza la combinacién lineal de las
probabilidades de error con pesos a 'y b.

Demostracion.
Vamos a demostrarlo en el caso discreto. Para el caso absolutamente continuo, la prueba es
similar.

ao(6%)+bB(8*) = apu,(C*) +bpu, (6*) =app,(C*) +b[1 — py, (C)] =

a Z flxr,x2,.0,%,,60)+b |1 — Z fx1,x0,...,%,,01) | =

(X] ,x27...,xn)EC* (X] ,xz,.,,,xn)GC*
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b+ Z [af(‘x17x27"'7'xn700)_bf(x17'x27"'7xn761)]

(X] 7x27---7xn)€C*

Sea C una regidn critica asociada a una regla 6 # 0*. Entonces, C # C*, puesto que en C* estdn
todas las realizaciones (xj,xy,...,x,) para las que af (X;,Xa,...,X,,600) < bf(X1,X2,...,X,,01)
<~ af(X1 , X2y, X, 9()) — bf(X] X0y, X, 91) < 0.

Cualquier otra region critica C # C* tendrd al menos una realizacién muestral (xy,xp,...,x,) para

la que af(x1,x2,...,%n,600) —bf(x1,X2,...,%,,61) > 0. Entonces, ac(8) + bB(8) > ao(6*) +
bB(8*).

Lema de Neyman-Pearson
Sea X1,X>,...,X, unam.a.s. de X ~ f(x,0), con 0 desconocido. Se desea contrastar

Hy:0=06y frentea H;:0=06

Fijado o € [0, 1], laregla de decisién 6* con regidn critica C* = {x1,x2,...,x, | f(x1,%2,-..,%n, 60)
< kf(x1,x2,...,x,,601)} satisface que para cualquier otra regla de decision 6 con o (9) < a,
entonces (0) > B(8*). La constante k se determina con la condicién o(6*) = o.

Como consecuencia, la regla de decision 6* es la que minimiza la probabilidad de error tipo
II, entre todas las reglas que tienen una probabilidad de error de tipo I inferior o igual a .
Usualmente, ¢ es un valor pequefio, conocido como nivel de simplificacion. Por defecto,
ap = 0,05.

Demostracion
Utilizando la proposicién anterior con a = 1y b =k, 6* es la regla de decisién que minimiza
o(8) +kB(6), entre todas las reglas de decision . Sea ahora una regla 6 con a(9) < ap.

a(8%) +kB(6") < a(8) +kB(S)
a(d) < o
o(6") =

Entonces, por la proposicion anterior,

B(8) = B(8).

Ejemplo 10.4:
Sea X1,X5,...,X, unam.a.s. de X ~ N (u, 0p), con media u desconocida y desviacion tipica oy
conocida. Se desea contrastar:
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Ho:‘u:()

frentea Hy:u=1

Con nivel maximo de probabilidad de error de tipo I igual a &, determinar la region critica

Optima.

Por el lema de Neyman-Pearson, y utilizando notacion de realizaciones muestrales, es decir,

X1,...,Xy, dicha region es
C= {xl,xz,...,xn ‘ f()Cl,Xz,...,Xn,‘uo) < kf(xl,xz,...,xn,[.tl)}
determinandose k para que & = pg,(C).
f(X1,X2,...,Xn,1) 1 r'lflf(-xlﬁl) 1

X1,X2, -3 X0,0) < kf(x1,X2,...,%,,1) <= — = = > —

f( 1,42, s AN ) f( 1,42, y AN, ) f(xl7x27--~;xn70) k ':]f(xi,o) k
—1 2
| a2 —1 yn 2 1y
?:1 |:\/27r606 % 1 20‘3 iy (i—1) 1 2(73 (x +1-2x;) 1
<~ — > - < — > - < T on > - <
n 1 ﬁxiz k 221 1% k ﬁzizl 7 k
i=1 \/ﬁcoe
=1 2 — . =L yn 2 —n
ez"g [in +n 22"!] ez"& Yio1% . 207 22 1%
Ty 2 Y s
ezo.g i=1"i 2 i=1% l
Tomando logaritmos,
Xi Xi
+Z l>k’ Zzl x> k"
260 o} o)

Determinamos k" cuando u = 0 con la condicién de que @ = pp, (C). Es decir, o = pp, (C) =

Pu=o (X >K"). ComoX«»N( ,\[> Pu

"
s l;_o n=2Zg s k///

C={X> R}

Za 00

e,

Por ejemplo, si o = 0,05, 6p = 0,25 y n = 100, entonces C = {X > 1.6

Ejemplo 10.5:
Sea Xl,Xz, NN

Hy:p=0,02

o (X > K") =

, y laregion critica 6ptima de nivel o segiin Neyman-Pearson es

p(v(0.3) >#")=p (2> Gva)

45x%0,25

192025} — (X >0,041}.

X, una m.a.s. de X ~ B(1, p). Se desea contrastar

frentea Hy : p=0,4

Obtener, aplicando el lema de Neyman-Pearson, la regién critica 6ptima de nivel o.
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3.4. Contrastes de hipétesis simples 9

Z=N(0,1)

Za

C={x1,x0,...x0 | f(x1,%2,...,%,,0,2) < kf(x1,%2,...,%,0,4)}

con k determinada para que pg,(C) = a.

S01:05004) T 04TX06 0 _ 048x06" 20y (3)17E8 _ ¥ (3)" (4) 54 _ (8)L% 3y
f(x1,%2,...,%1,0,2) 1., 0,2% x 0,81 0,25%i % 0,8~ L% 4 4 3 3 4

Aplicando logaritmos,

1 3
In E—I’lln 7

Y xi
B (3)" > 1= (Lx) () +nnd >l e=yx> m K = C={Y" X >
k'}. Es decir, se rechaza cuando la frecuencia absoluta de éxitos es lo suficientemente grande, lo
cual es intuitivo pues bajo Hj, la probabilidad de éxito es mayor que bajo H.

Sin embargo, al tratarse de una distribucion discreta, no todos los niveles de ¢ podrédn ser
alcanzados.

Por ejemplo, siendon =10y ap = 0,05,
siC={Y% X;>4}={X!° X; > 5}, entonces o = 0,0328;
siC={Y!0 X;>3}={¥% X; >4}, entonces o = 0,1209,

y por tanto, &y = 0,05 no puede alcanzarse.

Para el caso en el que se disponga de muchas observaciones, n > 30, podemos utilizar el teorema
central del limite, y obtener regiones criticas aproximadas de cualquier nivel.

Ejemplo 10.6:
Sin =100, Y1%X;~ Bin(100, 0,02) ~ N(20,1/16) = N(20,4); entonces una regién critica
Optima aproximada de nivel 0,05 sera:

C={)_ X;> K}, con py,(C) =0,05 <=
0,05=p(YXi>k)=1-p(YXi<K)=1-p(N<K+05)=p(N(20,4)>K) =
( k’+0,5—20> K +0,5-20
pl\Z> =

7] =1,645=k"=19,5+4x1,645=19,5+6,58 = 26,08

Tema 3. Tests de hipétesis
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C ={) Xi>26,08} ={X >0,2608}

Recuérdese que el afiadir 0.5 en el célculo se corresponde con la correccion por continuidad para
aproximar la binomial a la normal.

Sin embargo, existe una manera de conseguir, para tamafios muestrales pequeiios, regiones
criticas de nivel prefijado cualquiera. Consiste en recurrir a las llamadas regiones criticas
aleatorizadas. En una region critica aleatorizada, rechazaremos para ciertos valores, para otros
mantendremos Hy, y para un cierto valor rechazaremos solo a veces, es decir, con una cierta
probabilidad. Utilizaremos la funcién de probabilidad de la Bin(10, 0,2).

Bin(10,02) | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0.107 02684 0.3220 02015 0.0881 0.2640 0.0055 0.0088 0.0001 0 O

Tabla 3.1

Volviendo al ejemplo anterior, con n = 10y 0 = 0,05, supongamos que utilizamos la siguiente
region critica

2}21 X;>5 rechazo Hy
}21 X; =4 rechazo Hy con probabilidad p* y acepto con probabilidad 1 — p*
Zilzol X; <4 mantengo Hy

C*

Entonces, py,(C*) = pH, (LXi >5)+p*p (LX; =4) = 0,00325+ p*0,0771. Igualando a 0,05,
obtenemos el p* que garantiza nivel 0,05:

0,0172 172
0,0881 881

0,0328 + p*0,0881 = 0,05 = p* =

Ejemplo 10.7:
Sea X1,X>,...X, una m.a.s. de P(1). Se desea contrastar:

Hy:A=1 frenteaH,:A =3

Obtener una region critica Optima aleatorizada de nivel o¢ = 0,05 para n = 9 observaciones.
Ademds, obtener una region critica éptima aproximada de nivel o = 0,05 si n = 64 utilizando
para ello el teorema central del limite.

Segtn el lema de Neyman-Pearson, y teniendo en cuenta que a partir de este punto se utilizara
de forma permanete la notacién muestral en lugar de la realizacién muestral, la region critica
Optima de nivel o es
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C={Xi,....X, |

determinandose k para que py,(C) = .

n 733_)"') _ .
f(Xh s 7Xn73) o ?Zlf(Xi73) _ i=1 (e Xi! — e 3"32X1 — 6*27132)([ > k

f(Xlu"'7Xn7 1) B ?:lf(Xi, 1) N Hr}j] (efll_xi) e

7

k
< —2n+) X;jIn3> Ink <= ) Xiln3>K +2n<=) X;> 3
In K k' \kﬁ/

C:{Xl,...,Xn | ZX,‘ >k/”}

Sin =9, la distribucion de Z?: 1 Xi bajo Hy es Poisson(9), ya que es la suma de 9 variables
aleatorias independientes de Poisson(1).

La constante kK se determina para que 0,05 = pp, (C). Ahora bien, por ser discreta la Poisson(9),
no necesariamente podemos garantizar que se consiga el nivel o = 0,05.

Poisson(9) ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
‘0.0001 0.007 0.0034 0.0107 0.0254 0.0483 0.0764 0.1037 0.1232 0.13 0.1235 0.1067 0.0844 0.0617 0.0419 0.0265

SiC = {):?:]Xi > 16}, entonces pp,(C) = 0,0187 + 0,0088 + 0,0046 + 0,0023 + 0,0011 +
0,0005 + 0,0002 40,0001 = 0,0363

SiC={Y | X; > 15}, entonces pg,(C) = 0,0363 +0,0265 = 0,0628 > 0,05

Podemos obtener una regla de decision con region critica de nivel o = 0,05 aleatorizado.
e Si Z?le,- > 16, rechazamos Hy.
e Si ):?:1 = 15, rechazamos H con p*.

* SiY? , < 15, mantenemos Hy.

Determinacién de p*
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o = 0,05 = p (rechazar Hy si es cierta) = pp, (ZX, > 16) + pH, (ZX, = 15) p=
137

=0,0363+ p*0,0265=0,05 = p* = T

Sin = 64, se puede utilizar el teorema central del limite, de manera que

64
C={X1,... % | Y Xi=k"y ={X,... X\ | X >k}
i=1

Bajo Hy : A = 1, por el teorema central del limite, X ~» N(1, %), con lo que k* = %.

En este caso, a = 0,05 = pg, ()_(> k*) = PH, (N(O, 1) > k*+0175—1); k*+0£5_1 = 1,645 —

8

0|

K =0,5+ 158 ~1,706.

Ejemplo 10.8:

Sea X1,X>,...,X, una m.a.s de X ~ exp(A). Se desea contrastar
1
HO:A:E frentea Hy:A=1

con n observaciones.
Obtener la regidn critica éptima de nivel . Particularizar el caso de @ = 0,05 y n = 15.

En este caso, por ser la distribucién continua, podemos obtener una regién critica de nivel
exactamente O.

Segun el teorema de Neyman-Pearson, tal region es

X1,..., X, 1
C:{X],...,Xn|f( b 1)>k}
f(Xla"'7Xn7§)
fKi X ) TG T (1) e 2 ey,
f o Xag) T Xeg) I, (e3%)  (3) ez ER%

1
<= nln2— EZXi > In
k K

—1
,k = T LX>K—nn2} X < —2K' +2nln2
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n
—C={X1,....%: | Y Xi <K'}
i=1

y k" se obtiene de a = pp, (C).

Ahora bien, si Y X; es la suma de variables independientes, exp (%) =T'(1,%) bajo Hy, por
la reproductividad de la distribucién gamma, Y X; ~ I (n,1) =T (%,1) = x3,, luego o =

PH, (ZXI > k”) = k' = %22n,a'

En particular, si ¢ = 0,05y n =15, x320 0.05 = 43,773. Sila suma de las 15 observaciones supera
el valor 43,773, se rechaza Hy.

10.5 Contrastes de hipétesis unilaterales

Sea X1,...,X, unam.a.s. de X ~ f(x,0). Sea 6y un valor fijo del pardmetro. Diremos que un
test es de hipdtesis unilaterales si ambas, la nula y la alternativa, lo son:

Hy:0<6) frentea H;:0> 0
Hy:0>0p frentea H;:0 <6

Adoptaremos la primera opcidn, pero la segunda es muy similar.

Definicion 10.2:

Dada una muestra aleatoria simple X, X5,...,X, de X ~ f(x,0), diremos que la distribucién
f(X1,....X0,6)

X Xn8) €S creciente en 7.
LRSSty (3]

tiene cociente monétono en el estadistico T si para 6 < 6’

Ejemplo 10.9:

Sea Xy,...,X, unam.a.s. de X ~ B(1,p), y sean p < p'. Entonces,

_x\ =X
X1, X p') T f(XG, D) H<P'X"(1—p’)1 X)

X1, X, p) [T, f(Xi, p) H(pxi(l—p)lX,->1Xi

; _ . Xi =Y X;
p/ZX,(l_p/>n Y X; B (p_/>2 <l—p'>n Y

prXi(1—py=rX% — \ p 1-p

Entonces, la distribucion B(1, p) tiene cociente monétono en 7' = Y X;.
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Ejemplo 10.10:
Sea X1,X5,...,X, una m.a.s. de Bin(m, p). Determinar un estadistico en el que el cociente de
verosimilitudes sea moné6tono. Siendo p < p/,

S X ') T S p) ?:1[(;2)17/2&(1 — p)ymEX

f(Xy,... . X0, p) " f(Xi,p) ;,1:1[(;2)192&(1 — p)mn—EX] =

<p_/)):Xi <l_p/)mn—):Xi: (p_/)):Xi (1_p/)ZXi—mn
p I—p p I—p

La distribucién de Bin(m, p) tiene cociente monétono en 7' = Y X;.

Ejemplo 10.11:

Sea X1,X,,...,X, una m.a.s. de Poisson(A). Determinar un estadistico en el que el cociente de
verosimilitudes sea mondétono.

SidA <A,

Xty X, A B I, [e—l/gii} e [H?:l }%} A/ EXi e 27\ LXi
f(Xt,..., Xu, A) e, {e—lﬁ] ok [Hn L} 1LX; cC — 7

constante positiva

La distribucién de Poisson(A) tiene cociente monétono en 7 =Y X;.

Ejemplo 10.12:
Sea X,...,X, unam.a.s. de I'(a, pg) con pg conocido y a desconocido. Determinar un estadistico
en el que el cociente de verosimilitudes sea mono6tono.

Sia<d,

P~ poXiyd~1 Py \" —porX; N —1
P Xondd) Ty fOa) T [ X () o2
f(Xl""’Xn’a) H?:]f(Xi,a) n [ﬁe—poXiXia—l} ( Py

=1 | Ta)

/

n(d'—a) n a—a
Po .
I'(a) =

y para T =[], X; el cociente de verosimilitudes es mondtono.
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Ejemplo 10.13:

Sea X1,X5,...,X, unam.a.s de I'(a, p), con a conocido y p < p’ desconocidos.

/an

—p i a—1
fXi,.. . X0 p') _[I'I‘Za)]"e PLXNTLX;

I\ an I\ an
_(P P YXi+pYXi _ (p ) YXi(p—p')
= = = e = | — e —
f(Xla"'aXI%p) [Fl()T)}e_pZXiHXl‘a_l <p) p

T = —Y X; es un estadistico en el que el cociente es verosimilitud es mondtono creciente.

El caso particular de X ~ I'(1,A) = exp(A) nos llevaa T' = — Y " | X; como estadistico en el
que el cociente es mondtono.
SiA <A,

A"
- _ <_) o~ EX(A-A)
f(le "JXI'I?A‘) ?:1(167)0(") A
Ejemplo 10.14:
Sea X1,X>,...,X, una m.a.s. de N(u, op). Encontrar un estadistico en el que el cociente sea
mondétono, con oy conocida y i < ' desconocidas.

FX X pt) T f ) T [

1 —1 (yv._ "\2
270y exp [27:6& (Xi — ') H
==& ' = 3 -
f(Xlu"'aXl’lhu) i:lf(Xhu) ?:1 -\/%O_Oexp |:2717('17§(Xl—‘u)2:|i|
~1 2 1,2 Xy
ew (s 207 e (e e (568)  roa L0 ek
_ 5 R yxuy P r‘_z”(# —u”)|exp o2 (W —u)
exp <ﬁ Y X; ) exp (273”“ ) exp ( Goé ) L=®0 0
Luego T =} X; es un estadistico en el que el cociente es mondtono.
Ejemplo 10.15:
Sea X1,X>,...,X, una m.a.s. de N(Uo, o). Encontrar un estadistico en el que el cociente sea
mondétono, con U conociday o < ¢’ desconocidas.

, " p n 1 642;/12 (Xi*,uo)z

JX1,. - Xn, 0') _ iz]f(Xi7G ) _ =l [ Vane! = —Gne<2c72+%)):?:l(x"_“0)2
o . - =Lx._ua)21

f(Xl,...,Xn,G) ?:]f(Xl,G) H?:l |: 217566262 (Xi— o) i| o'n
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Por tanto, T = Y7 | (X; — ,uo)z es un estadistico en el que el cociente es mondtono crecien-
te.

Una vez que trabajamos con hipétesis compuestas, el error de tipo I y el error de tipo II,
especialmente sus probabilidades a y B respectivamente, no pueden ser calculadas. Todavia se
puede hablar de error de tipo I como el error obtenido al rechazar Hy siendo cierta, y error de
tipo II como el error de mantener Hy siendo falsa. Sin embargo, la probabilidad

o = pp,(C) yano estd definida si Hy es compuesta

B = pu,(C) yano esta definida si Hy es compuesta

La optimalidad de las reglas de decision para hipdtesis simples que se obtenia a partir del
lema de Neyman-Pearson, pivotaba sobre los valores de o y 3. Para contrastes de hipétesis
compuestas, se requiere un criterio diferente. Definiremos, entonces, la funcién de potencia de
un contraste.

Funcién de potencia:
Sea Xi,...,X, una m.a.s. de X ~ f(x,0), con 0 desconocido, 6 € ® (espacio paramétrico).
Supongamos que se desea llevar a cabo el contraste

Hy:0€0@y frentea H,;:0c0, =0,

Llamaremos funcién de potencia del contraste a

T: ©®@—0,1]

10.3
6 — 1(6) = po(C). (109

siendo C la region critica del contraste.

La funcién de potencia evalia, para cada valor del pardmetro, la probabilidad de rechazar la
hipétesis nula Hy si ése es el verdadero valor del pardmetro.

Una region critica “apropiada” para el contraste Hy : 0 < 6 frente a H; : 6 > 6 tiene funcién
de potencia del tipo:
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Una region critica “apropiada’” para un contraste
Hy:0¢€[0p,6,] frentea H;:0<6y 6 6>6

tendria una funcién de potencia del tipo:

Observacion. Los casos de hipédtesis simples analizados hasta ahora:

Hy:0=06y frentea H;:0=06

tienen como funcion de potencia 7(6):
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m(6)

1-4 )

donde
& = PH, (€)

B=pn (C)=1-py(C)=1-n(6)

Ejemplo 10.16:
Sea X1,X>,...,X, una m.a.s. de X ~ N(u, 1). Se desea contrastar

Hy:u<0 frentea H;:u>0

Determinar la funcién de potencia asociada a la regla de decision con regién critica C = {X >
1,2}.

Supongamos que n = 25. Entonces:
e (0)=p(Z>6)=0

e (1) =p(Z>1)=0,1587

e n(3)=p(Z>-9)=1

e (—1)=p(Z>11)=0.

Definicion 10.3:
Para un contraste de hipétesis unilaterales, diremos que una region critica C* es uniformemente
mads potente de nivel de significacién o si su funcion de potencia mc+(0) satisface:
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(a) ﬂc*(@) <a, VO < 9().

(b) Para cada regién critica C, que cumple: mc(0) < o si 8 < 6y, entonces 7c(0) > 15 (0), si
6 > 6.

Teorema 10.1
Sea X1,X>,...X, una m.a.s. de X ~ f(x,0), siendo 6 un pardmetro desconocido. Se desea
contrastar las siguientes hip6tesis compuestas unilaterales:

Hy:0<6) frentea H;:0> 6,

siendo By un valor fijo del pardmetro.

La region critica uniformemente més potente (U.M.P) de nivel de significacion o para este
contraste es:

C*={X,....X, | T > K}

siendo T el estadistico en el que el cociente de verosimilitudes sea monétono para f(x,0). El
valor de la constante K se calcula con la condicién pg,(C*) = a.

Demostracion:

Por un lado, pg(C*) es creciente con 0 por ser el cociente de verosimilitudes monédtono (creciente)
en 0. Si fijamos K para que pe,(C*) = «, entonces pg(C*) < pe,(C*) = «, y por tanto, se
satisface la condicidn (a) de la definicion de region critica U.M.P.

Por otro lado, sea C una regién critica tal que pg(C) < a, V0 < 6. Por el lema de Neyman-
Pearson, sabemos que V0 > @, pg(C) < po(C*).

Intuitivamente, C* es 6ptima, porque al ser el cociente de verosimilitudes monétono en 7',
cuando T crece, crece la verosimilitud de la muestra bajo valores grandes de 6. Por tanto, valores
grandes de T apoyan mas la hipétesis alternativa. Por eso, estos valores pertenecen a la region
critica.

Corolario
Sea X1,X>,...X, una m.a.s. de X ~ f(x,0), siendo 6 un pardmetro desconocido. Si T es el
estadistico en el que el cociente de verosimilitudes es mondtono, para contrastar

Hy:06>06y frentea H;:6 <86
la region critica U.M.P. de nivel & es

C'={X),....X, | T <K}
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siendo K el valor que verifica pg,(C*) = a.

Ejemplo 10.17:
Sea X1,X>,...,X, unam.a.s. de X ~ U(0, 0). Se desea contrastar las hipétesis

Hy:6<1 frentea H;:06>1
Determinar si existe una region critica U.M.P. de nivel «, y calcilese en dicho caso.

Existird tal region si la distribucién U (0, 6) tiene cociente monétono en algin estadistico 7.
Supongamos que 6 < 6’

[, X, 0) TIE, f(X3,6') T 4, si X1, X,....X, € (0,6")

f(X1,...,X,,0) LfX,0) I, %, si X1,X2,...,X, €(0,0)

hl(Xllr\"?Xn) gl(Xllr\"?Xn)
(&)", simin{X;,....X,} >0 y max{X;,....X%,} <6 6" h(X,....%,) g1(X1,..., Xy, 6)
(g)", si min{X;,....X,} >0y max{X;,....X,} <0 (6")"hi(X1,....,X%,,0') g2(X1,...,X,,6)

-~ -~

hl(Xl,...7Xn) gZ(Xlr'an)
con
1 si min{Xj,...,X,} >0
h(X1,...,.X,) = 0
en otro caso,
siendo
1 si max{Xj,....X,} <0’
gl(X17"'7Xn76/):{ O { n}
en otro caso
1 si max{Xp,...,X,} <6
82<X17---7Xn79): 0
en otro caso,
luego
f(Xy,...,X,,0") _ 0" g1(X1,...,Xy,0")
f(Xy,...,X,,0) (0" g2(X1,..., X, 0)
Justificamos que 7 = max{Xj,...,X,} es el estadistico en el que el cociente es monétono.

Cuando T crece, pueden pasar dos cosas:

Tema 10. Tests de hipdtesis



10.6. Test de hipdtesis compuestas (no unilaterales). 21

(@) g1=g=1siT<0yT <0
(b) g1=1ygr=0siT <0 peroT > 6.

Lo que nunca puede ocurrir es que g = 0y g» = 1, pues entonces max{Xj,...,X,} <60y
méax{Xy,...,X,} > 0y 6’ > 6, 1o que nos lleva a un absurdo.

En cualquier caso, al crecer T se incrementa el valor de g, o en el peor de los casos se mantiene,
frente al valor de g7; esto es, la verosimilitud crece con 7.

Por tanto, existe region critica U.M.P. de nivel o para este contraste, y es:

C* :{Xl,...,Xn | méx{Xl,...,Xn} Zk}

con la condicién pg—;(C*) = o, con

a = pg—1(C*) = pg—1 (max{Xy,..., Xy} > K).

Recordemos que

0 en otro caso,

luego

1
Po—1(C") :/ nt"dr = t"]}(: 1-K'"—=K'=1-a—=K=v1—a.
K

Por ejemplo, si ot = 0,05 y n = 25, la region critica U.M.P. para el contraste Hy : 0 < 1 frente a
0 >1lesC*={Xj,...,Xo5 | max{Xj,...,Xos5} >0,9979}. Si el mdximo de las 25 observaciones
supera el valor 0,9979, no podremos mantener Hy.

10.6 Test de hipotesis compuestas (no unilaterales).

Sea Xi,...X, unam.a.s. de X ~ f(x,0). Se desea contrastar

Hy:0€0) frentea H;:0¢€ 0,

siendo ®g y ®; conjuntos disjuntos del espacio paramétrico.

En este contexto ya no es posible obtener una region critica 6ptima U.M.P. en el sentido de que
si C* es tal regién y me+(0) es funcién de potencia, entonces

e« (0) < a,Vo € Qg
7c<(0) > mc(0),V0 € O

siendo C cualquier otra region critica.
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Ejemplo 10.18:

Sea X1,X,...X, unam.a.s. de X ~ N(u, 1). Se desea contrastar Hy : it = Uy frente a H : 1L # Lo
(hipétesis nula simple frente a hipétesis alternativa bilateral). La region critica U.M.P. de nivel «,
si existiera para este contraste, seria tal que su funcién de potencia verificara:

Notemos que para contrastar Hy : it < o frente a Hy : 4 > o, por ser hipotesis unilaterales,
existirfa una regi6n critica U.M.P. de nivel o, C7, que verificarfa 7ic; (1) < @, Vi < &g y 7ic; (1)
maxima VY > Up.

Hy

Asi mismo, para contrastar Hy : U > U frente a Hy : u < Ly, también existe una region critica
U.M.P. de nivel & por ser hip6tesis unilaterales. Llamaremos C5 a la regién que verifica Tics (n) <
o, VL > Hoy Tic; (1) méxima Vi < po.

Entonces, no es posible obtener una region critica C en el contraste Hy : 4 = Ug frente a
H) : 1 # U tal que me () serd maxima si U # Uo. La razén es que:

Vi > po, s (1) > mie(p)
Vi < to, Tigy (1) > Tie()
verificando ambas que 7ic; (1) = 7ic; (1) = o

10.6.1 Test de la razon de verosimilitudes

Sea Xi,...,X, unam.a.s. de X ~ f(x,0). Se desea contrastar Hy : 6 € O frente a H : 6 € O;.
A pesar de no existir una region critica U.M.P., se mantiene la idea natural de rechazar H
cuando la verosimilitud bajo H; sea “grande” respecto a la verosimilitud bajo Hy. Esto da lugar
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al llamado test de la razén de verosimilitudes, que se define de la siguiente manera: su region

critica es
supgee, f (X1, Xn, 0)
Sup@e@)of(Xla coes X, 6)

determindndose K para que mc(0) < o si 6 € @, con nivel de significacién prefijado, a.

C={X1,....%, | > K}

10.6.2 Test de razon de verosimilitudes en caso de normalidad

Test Z sobre la media Sea X|, ..., X, una m.a.s. de N(i,0p). Se desea contrastar Hy : L = o
frente a H; : u # o con nivel . La region critica proporcionada por el test de razén de
verosimilitudes es:

X— X>po+ Fza, 6
C:{Xl,...,Xn|) “O‘>zg}:{ Vi

0o X <fo— J=zg,

Ejemplo 10.19:
En el control de calidad de una fébrica de latas de sardinas se desea analizar si el peso medio es
de 1000 gramos, considerando para ello 100 latas de sardinas. Asumiendo oy = 5gr.

Hy:p=1000gr frentea Hp:u # 1000gr

La region critica del test de razon de verosimilitudes de nivel 0,05 es:

C:{ ))_(—1000

= \/100’ > 1,96} - {)‘( > 10004-0,98 = 1000,98 6 X < 1000—0,98 — 999,02}

Rechazari el peso promedio de 1000gr si la media de los pesos de las latas (100 latas) supera
1000,98, o se queda por debajo de 999,02.

Test t sobre la media

Sea Xi,...,X, una m.a.s. de N(u, o), con u, ¢ desconocidos. Se desea contrastar Hy : L = Lo
frente a H; : U # Uo con nivel «. La region critica proporcionada por el test de razén de
verosimilitudes es:

X_ X>up+——t, ;a, 6
C:{Xl,,Xn|‘ S‘uo\/l’l—l‘>ln717%}:{X1,...,Xn =113 }

v s
X <Ho— 7 5tn-1,%

La region critica es el complementario del intervalo de confianza para u de nivel 1 — o.
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Ejemplo 10.20:
Si para el mismo contexto del ejemplo anterior se supone que la desviacion tipica observada en
la muestra es S = 5gr, entonces

X — 1000 - 5 = 5
c— {(—\/99’ > g} - {X > 10004+ 21,99 6 X < 1000——1,99}
S 9.2 V99 V99

Test x> para la varianza de una normal

2 2

Sea Xj,...,X, unam.a.s.de N(it,0), con L y ¢ desconocidos. Se desea contrastar Hy : 6~ = 0,
frente a Hy : 0% # o7. Siendo « el nivel de significacién prefijado, la regién critica para este

contraste es:
2 n SZ

— 2 4 2
C—{Xl,...,Xn I’l—l,% (0] G_§<Xn_l7l_g}

7]
)

Test Z para la diferencia de medias en poblaciones normales.

Sea Xj,...,X, una m.a.s. de N(u;,01) y Y1,...,Y, una m.a.s. de N(u,0,), ambas muestras
independientes. Supondremos que U; y Up son pardmetros desconocidos, mientras que 01 y 0>
son conocidos. Se desea contrastar, con nivel de significacion ¢, las siguientes hipotesis:

Hy:uy—wp=K frentea Hy:u —w#K

En general, el valor de K con mayor interés es K = 0, es decir, contrastar medias iguales frente a
medias diferentes.

La region critica que proporciona el test de razon de verosimilitudes para nivel & es:

X-Y-K
L (A
0-_22 2

2

C— {Xl,...,an,Yl,...,Ynz : ’

2

T
Ejemplo 10.21:
Se asume que la estatura de los jévenes varones espafoles de 20 afios en el 1980 era N(u;, 12¢m),
y en el afio 1990 era N(u,, 14cm). Elegidas dos muestras independientes de tamafio n; = 100 y
ny = 225, se obtuvo que la estatura media de los 100 jovenes de 1980 fue 172¢m, mientras que
la de los 225 de 1990 fue 175c¢m. Con estos datos, contrastar a nivel & = 0,05 si se puede asumir
la igualdad de las medias poblacionales.

Hy:u—uw=0 Hy:u—U=0

X-Y-K 172-175

2 2
5i . % 122, 142
Vot 100 T 22

=197

[N}
W
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X-Y-K
‘ ‘—197>196 20,025 = se rechaza H

‘|— 62 nyp

Se dice que a nivel @ = 0,05 los datos muestran evidencia en contra de Hy, o que los datos son
significativos.

Test t para la diferencia de medias en poblacionales normales

Sea X1,...,X,, una m.a.s. de N(u;,0), e Y1,...,Y,, una m.a.s. de N(up, o), ambas muestras
independientes. Supondremos que U, tp y ¢ son pardimetros desconocidos. Se desea contrastar
con nivel de significacién o las siguientes hipdtesis:

Hy:uy—w=K frentea Hy:u —mw #K

En general, el valor de K con mayor interés es K = 0, es decir, contrastar medias iguales frente a
medias diferentes. La region critica que proporciona el test de razon de verosimilitudes es:

X-Y-K
‘\/n1+nz 2>ty iy 27}

mSk +mSyy /a4

C:{&wuxmnwwn

Ejemplo 10.22:

Si en el ejemplo anterior asumimos que las varianzas son desconocidas pero iguales, y que al
observar la primera muestra se obtuvo 125¢m? = S}Z(, y en la segunda 169cm? = Slz,, entonces,
con estos datos, contrastar a nivel o = 0,05 la igualdad de las medias poblacionales.

172 — 17541004225 -2

1 1 -
V100 X 1254225 X 169/ 15 + 4

Como 1373, 0,05 = 1,96, entonces los datos muestran evidencia en contra de Hp.

—1,9958

Aunque en el ejemplo anterior se ha asumido la igualdad de varianzas, en las aplicaciones esa
hipétesis debe ser contrastada.

Test F para la igualdad de varianzas en poblaciones normales

Sea Xi,...,X,, unam.a.s. de N(uy,01),eY),...,Y,, unam.a.s. de N(p,02), ambas muestras
independientes. Supondremos que 07 y 6, son parametros desconocidos. Se desea contrastar
con nivel de significacion o las siguientes hipdtesis:

(0}
Hy : =1 frentea H1:—17£1
02

La region critica del test de razén de verosimilitudes de nivel de significacion « es:
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C= {X.,...,Xm,)/l,...,)/n2

Ejemplo 10.23
Siguiendo con el ejemplo anterior, contrastemos si realmente se puede admitir la igualdad de
varianzas, para n; = 100, np = 225, S% = 125y S = 169.

2

(0
H0:612:1<:>6122622 frente a H110127é622

2

~m(mp—1)S% 100 x 224 x 125
~ mo(ng —1)S2 22599 x 169

= 0,74

I

Fyooa ~ a
p (F224 99 > ) :> c=1255=a= 15 25 = 0,8. Puesto que 0,74 < 0,8, los datos muestran
evidencia contra H. Por tanto, la decisién tomada en el ejemplo anterior no es fiable, dado que
se basa en la hipdtesis de que las varianzas poblacionales eran iguales, y el test de igualdad de
varianzas acaba de mostrar que dicha hipétesis no es aceptable.

Si o0 =0, entoncesO975: (F99224>a):p< L <l>:p(F22499<l):>0025:

No existe un test universalmente admitido para contrastar la diferencia de medias con varianzas
desconocidas y distintas. Los programas informaticos suelen adoptar la hipétesis de Behrens-
Fisher.

Test t para la diferencia de medias en poblaciones relacionadas y normales

Este test se utiliza cuando por la naturaleza del problema no tiene sentido utilizar muestras
independientes, dado que en ese caso las diferencias observadas pudieran ser debidas a los
individuos y no a las medias.

Ejemplo 10.24

Si se desea contrastar si dos crecepelos son, en media, igualmente efectivos, deben ser ambos
aplicados a los mismos individuos. En otro caso, las diferencias observadas podrian ser debidas
a los individuos y no a los crecepelos.

Entonces, sean (X1,Y7),...(X,,Y,) las observaciones correspondientes a n individuos. Asumimos
que X; ~ N(u1,01),y Yi~ N(i2,02).

Se desea contrastar Hy : i = U, frente a Hy : Uy # .

Para la ejecucion consideramos las nuevas observaciones, Dy = X; —Y1,....D, =X, —Y,. A
estas nuevas variables se les aplica el test ¢ para la media con varianzas desconocidas. La region

critica C = {Dl,...,D ES—;()\/n— 1‘ > tn_L%}.

10.7 Interpretacion de los resultados proporcionados por los paquetes estadisti-
cos. Concepto de p-valor

Los resultados de los paquetes estadisticos no hacen referencia al concepto de region critica ni
de nivel de significacion; la informacién se basa en el concepto de p-valor (o significacién) que
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se define como la probabilidad de observar un valor del estadistico de contraste mds extremo que
el que realmente se ha observado.

Ejemplo 10.25
En el ejemplo del test Z para la media de una normal con varianza conocida y datos acerca de latas

de sardinas, si n = 100 latas, Hyp : u = 1000 frente a u # 1000, 6y =5, C = {’@‘ > Z%} a
nivel o = 0,05, z¢ = 1,96 y rechazaremos si X > 100,98 6 X < 999,02.

Supongamos que X = 1003,21 La informacién proporcionada por el ordenador serfa: Y%(fmo Vn=
10032121000, /100 = 6,4 y p-valor=p(|Z| > 6,42) =0.

Rechazaremos H para todo o > p-valor. Si @ > p-valor, entonces el valor observado, en este
caso, 6.42, cae dentro de la region critica, pues genera unas colas de probabilidad més pequenas
que el extremo zg correspondiente a nivel .
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Estimacion por intervalos. Introduccion. Métodos para encontrar estima-
dores de intervalos: método de la cantidad pivotal, método general o de
Neyman, intervalos de confianza de longitud minima

11.1 Intervalos de confianza. Introduccion

Un intervalo de confianza es una técnica de estimacion paramétrica utilizada en inferencia
estadistica que permite delimitar un par de valores, dentro de los cuales se encontrard el pardmetro
desconocido con una confianza alta elegida por el investigador.

Definicién 1. Sea X;,X>, ... X, una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de X ~ f(x, 0), siendo 6
un parametro desconocido. Llamaremos intervalo de confianza de nivel 1 — ¢ para 6 a (U, V) tal
que

pU<O8<V)=1-a (11.1)

Observaciones:

* U y V son estadisticos (dependen de la muestra y s6lo de la muestra). En la préctica,
son estimadores por defecto y por exceso de 6, de manera que U infraestima 60 y V lo
sobrevalora.

* El nivel de confianza lo fija el investigador. Por defecto es 0,95. Otros valores muy
utilizados son 0,9 y 0,99. Al incrementar el nivel de confianza, el intervalo se hace mas
largo, perdiéndose asi precision.

* La interpretacion del concepto de intervalo es frecuentista en el siguiente sentido. Por
ejemplo, si se dispone de 100 realizaciones muestrales, habria 100 intervalos numéricos,
(U, V), (U, vh,...,(U”,v®).

Sil— o =0,95, al menos 95 de esos 100 intervalos contendran el verdadero valor de 6.

Se dispone de dos métodos para obtener intervalos de confianza:
1. Método de la funcion pivote (o de la cantidad pivotal).

2. Método de Neyman.

11.2 Método de la funcion pivote o cantidad pivotal

Sea X1,X>,...,X, una m.a.s. de X ~ f(x,0), siendo 0 un pardmetro desconocido. Se desea
obtener un intervalo de confianza para 6 de nivel 1 — a. Supongamos que existe una funcion de
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la muestra y de 6 cuya distribucion no depende de 6. A esta funcién se le denomina funcién
pivote, lo que da nombre al método. Sea h(X;,Xs,...,X,,0) dicha funcion.

Existiran constantes K y K3 (que no dependeréan de 6 porque la distribucién de h(X1, Xz, ..., X,,0)
no depende de 6, tales que:

p(Ki <h(X1,Xo,....%,0) < K3)=1—at

Despejando 0 en dichas inecuaciones, se obtienen los limites de confianza para 6.

Este método es especialmente apropiado para obtener intervalos de confianza para pardmetros
desconocidos en poblaciones normales. Analicemos estas situaciones.

11.2.1 Intervalo de confianza para la media de una distribucién normal
con varianza conocida

Sea X1,X>,...,X, unam.a.s. de N(u,0p), siendo la media u desconocida y la desviacion tipica

0p conocida. Se desea obtener un intervalo de confianza para [ de nivel 1 — ¢t. Sabemos por el

Teorema de Fisher que X ~ N (u, \‘;—%) . Por tanto, XG;O“ \/n es una funcién pivote para U, ya que

depende de la muestra y de u, pero su distribucién no depende de p.

Por tanto, existe 7g tal que

Entonces

X—u
00

— 60
\/r_lSZ% @)X—Z%WS[J.

Por tanto, el intervalo de confianza, de nivel 1 — ¢, es <)_( + 2g ;—%)

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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al2 al2

)

Ped ) i “
| — 2o/ —— b+ 2o ——
# /2 Vvn Inlerva\o de probabilidad # a/2 Vvn
X

- o _ a
X—=2Zg/2 —F—= . X+ 720 ——
@/ \/ﬁ Intervalo de confianza /2 vn

Figura 11.1: Intervalo de confianza 1 — .

Como se puede observar, se han escogido los valores —Zg Y Zg COMO valores criticos (simétricos)
en la distribucién N(0, 1). Esta eleccion podria parecer inocente pero no lo es. Cualquier otra
eleccion de valores criticos no simétricos, pero que dejen entre ambas colas de la N(0, 1) una masa
de o, garantizaria igualmente que el intervalo tenga nivel de confianza 1 — . Calculos sumamente
engorrosos que tratamos de evitar aqui, demuestran que la eleccién de valores simétricos gy
—za garantiza que la longitud del intervalo obtenido es minima. Esta argumentacion se extiende a
todos los intervalos que se obtendrdn a continuacidn a partir del método de la funcion pivote para
la media de una normal o para la diferencia de medias en poblaciones normales. Para lectores que
deseen conocer la metodologia matemadtica segun la cual se prueba que la longitud del intervalo
es minima, les remitimos a los ejemplos de intervalos de confianza obtenidos posteriormente a
partir del método de Neyman, donde se ilustran estos cédlculos.

Ejemplo 11.1:

Un proveedor de latas de sardinas afirma en el envase que el peso medio de las latas es de 100
gramos. Elegidas 36 latas al azar, el peso medio de la muestra ha resultado ser 96 gramos. Si
se supone normalidad en el peso y varianza tedrica (poblacional) igual a 9 gramos, obtener un
intervalo del 95 % y otro del 99 % para la media poblacional, i, con 6y conocido.

* Sil— o =0,95, entonces o = 0,05, con lo que % = 0,025.

El intervalo de confianza numérico serd (96 +1,96 > = (95,01, 96,98)

3
V36

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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2.5% 2.5%
w? 9 % w2

z=0

1.96 <

Figura 11.2: Intervalo al 95 % de confianza.

e Sil—o=0,99, entonces o = 0,01, con lo que % = 0,005.

El intervalo de confianza numérico sera (96 + 2,57i> = (94,715, 97,528).

V36
0.5% 0.5%
w2 9 % arZ
z ‘: 0 /‘Il
257

Figura 11.3: Intervalo al 99 % de confianza.

Se puede observar que a mayor confianza, menor es la precision: el intervalo de confianza al
99 % es mas ancho que el intervalo al 95 %.

11.2.2 Intervalo de confianza para la media de una normal con varianza
desconocida

Sea X1,X5,...,X, unam.a.s. de N(u, o), con i y o desconocidas. Se desea obtener un intervalo
de nivel 1 — o para u.

Por el teorema de Fisher se tiene que:
« XU /no N(O, 1),

nS? Xn-1
* (-1 V2"

Y entonces, como en la expresion siguiente el numerador y el denominador son independien-
tes,

4"/ X —
o f - S/“L\/n—lm»tn,l (11.2)
o2(n—1)

Esta es la funcion pivote. Existe fh—1,¢ tal que

X —

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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| 2
N2

_tﬂ—l% tn—l%

Despejando, tendriamos

Por lo tanto, el intervalo resultante es:

t, 1o
()_(i sy (11.3)

n—1

9%)
N————

Si se escribe el intervalo en términos de S, como

Szzn—1§2 n—14+

luego el intervalo es:

()_(itn_hg%) | (11.4)

Ejemplo 11.2:
Si en el ejemplo anterior se elimina el conocimiento sobre la varianza, el intervalo al 95 %
suponiendo que la cuasi-varianza del peso de las 36 latas es 16, se calcula como sigue.

~

Sabiendo que u € (Yifn—lg \%) yque I —o=095= o =0,05= ¢ = 0,025, por lo

. < 4
que el intervalo al 95 % sera (96 + 2’03\/_3?)'

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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0.025 0.025

—tn—12 = 1350025 tn—12 = t350025 = 2.030

Si se quiere calcular el intervalo de confianza al 99 %, se tendria que 135 o5 = 2,7281, con lo
. < 4
que el intervalo sera <96 +2,7281 \/—3»6> .

11.2.3 Intervalo de confianza para la varianza de una normal conocida la
media

Supongamos que X1,X>,...,X, es una m.a.s. de N(Up, o), U conocida y o desconocida. Se
desea calcular un intervalo de nivel de confianza 1 — o para 62.

(11.5)

s . .« . 2 . 2 2
Asi se obtiene una funcién pivote para 6, luego existen xm% y xml_%, tales que

n(Xi— up)?
P (%3,14; < izt (Xi = o) S)C,ig) =1-a.

o2
Despejando,
2 " (X — o) 2 _ Ty (Xi— o)
1o <= 0" <755
’ 2 (0) an—%
(X~ o) s 2 X (X — o)’
S <Xpo =0 >==—
o 2 X, a
2

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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2

luego el intervalo de nivel de confianza 1 — o para 6~ es
(= o) Ly (Xi— o)’
5 , 5 (11.6)
xn,% Xn,lf%

Loégicamente, para obtener un intervalo de nivel 1 — o para o, es suficiente con calcular la raiz
cuadrada en los limites de confianza anteriores.

Ejemplo 11.3:
Supongamos que 1, 2, 3 es una realizacién muestral de una N (g, ©), con yy = 2. Obtener un
intervalo al 95 % para 62.

fx to)*=(1-22+(2-2%+(3-2)>%=2.

Por tanto, siendo 9532707975 =0,2157 y }532707025 = 9,3484 el intervalo de confianza al 95% es

2 2
9,3484> 0,2157 )

11.2.4 Intervalo de confianza para la varianza de una normal. Media des-
conocida

Supongamos que X, X5, ...,X, es una m.a.s. de N (i, 0), con i y 6 desconocidas. Se desea un
intervalo de nivel 1 — o para 2.

2
Por el teorema de Fisher, % 2 ~» xn 1> que es entonces funcién pivote para c2. Por tanto, existen

2
Xn—l,% y xn_m_% tales que

Despejando,

Por tanto, el intervalo de nivel 1 — & es

nS? nS?
( S ) (11.7)
Zn-19 Xp-11-¢

En realidad, la diferencia entre el caso anterior y éste es que si L no es conocido, se estima con
X, con lo que se pierde un grado de libertad.

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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11.2.5 Intervalo de confianza para la diferencia de medias en poblaciones
normales. Varianzas conocidas
Sea X1,Xa,...,X,, una m.a.s. de N (u;,07), con ; desconocida y o7 conocida. A su vez, sea

Y1,Y5,...,Y,, unam.a.s. de N (U, 0>), con Wy desconocida y 6> conocida. Ademas, se supone
9 ) s Lny ) y
que ambas muestras son independientes. Se desea obtener un intervalo de confianza de nivel

1 — a para y — Up. Sabemos que X ~ N <u1, \7—}%) y que Y ~ N ([,Lz, \7—%), y que ambas
variables son independientes, puesto que las muestras correspondientes lo son. Entonces,

- o2 o2 X-Y—(u —
X-Y~N|p—p = +-2 | <= 2(“1 2“2)«»1\/(0,1) (11.8)
npoom o 9

ny ny
Por tanto, existe zg tal que
X7 — (-
pl—za< Uh—t) ) =1-q (11.9)
2 612 622 2
T
Despejando en las inecuaciones:
XY —(u — - o? o7
—7¢ < Z(MZM)@M—H2<X—Y+Z§ L2
9] _{_& ni ny
ni ny
XY —(u — - - c? o7
2q > 2(“12H2><:>u1—l~l22X—Y—Zg i, %
of | 0) ni nj
T
luego el intervalo de nivel 1 — o para t; — U, es
o ol o}
X—Yxtza\| —+— (11.10)
2\ m ny

Ejemplo 11.4:

En el afio 1980 la altura media de 1000 reclutas fue 1,7m, y en el afio 1990 al altura media
de 1021 reclutas fue de 1,73. Si se supone que las estaturas estaban normalmente distribuidas
con varianzas respectivas de 15 y 17 ¢m?. Obtener un intervalo de confianza al 95% para

M1 — Ha.
Puestoque 1 —a =095, « =0,05y % = 0,025, el intervalo sera

15 17

_ 4| =(=34035)=(—3.35, —2.65
(170 173 +£1,96 1000+1021> ( ,35) = (—3,35, —2,65)

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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Puesto que 1 — tp = 0 no pertenece al intervalo al 95 %, existe evidencia estadistica de que la
estatura media se ha modificado. Como ademas el intervalo tiene ambos extremos negativos,
podemos concluir que t; — up < 0, y por tanto, la estatura media (poblacional) de los reclutas se
ha incrementado en esos 10 afios.

11.2.6 Intervalo de confianza para la diferencia de medias en poblaciones
normales con varianzas desconocidas pero iguales

Sea X, Xs,...X,, unam.a.s.de N (l;,0),eY1,Y,...Y,, unam.as. de N (U2, o), ambas muestras
independientes, y M1, Uz, 0 desconocidos. Se desea obtener un intervalo de confianza para i — o
de nivel 1 —

nlSX ngSY

Sabemos que X = xnl_l,yque e )(n _ > ambas independientes. Entonces, +

_ -2
anfl_*—xnz 1:F<n1 §>+F< 2 7%) r<n1+gz 1)“’>Xn1+nz

La distribucién x2 hereda la reproductividad de la Gamma, y si sumamos dos distribuciones x>
independientes obtendremos otra con grados de libertad la suma de los respectivos grados de

ambas. Ademds, X —Y ~ N (,ul — U2,/ %12 + Z—j) , Y por tanto:

X*Y*(leﬂz) ~s N(O, 1)

2
n15)2(+n25)2, ~ Xnj+ny—2
02(n;+ny—2) ny+np—2

ambos, numerador y denominador, independientes por el teorema de Fisher, es decir,

XY — (11— ) Vi tns—2

\/nlS,Z(JrnzS%, %—l—%

sigue una f,, 4,2 Es la funcion pivote. Por tanto, existe #, +ny—2,¢ tal que

XY — (1 — )
mg+mg¢%+%

-~ tn1—|—}’l2—2,% = 1 -

P tn1—|—n2 2,2 S

Despejando se obtendran los limites y el intervalo de confianza de nivel 1 — o

Sy +mSh [+ L

Vnp+n—2

XY &ty 0y (11.11)

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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Escrito en términos de las cuasi-varianzas, serd igual a:

\/(m —1)S§(+(n2—1)§12, %—F%
Vnp+ny—2

M~ € [ XYt 4 o0 (11.12)

Ejemplo 11.5:

Una muestra de estatura de 10 nifios arroj6é una media de 97¢m y una cuasi-desviacion tipica de
11cm. En una muestra de estatura de 20 nifias se obtuvo una media de 112¢m y cuasi-desviacion
tipica de 17cm. Calcular un intervalo de confianza para la diferencia de estaturas medias nifios y
nifias.

Se tiene que 1 — o = 0,95, por lo que % = 0,05, de donde 13 (025 = 2,043. Por tanto, el intervalo
de confianza buscado es

V1089 + 5491 / 15+ 5

97 —-11242,043
V28

= (=15412,13) = (—27,13, —2,87).

11.2.7 Intervalo de confianza para el cociente de varianzas en poblaciones
normales

Sea X1,X2,...,X,, una m.as. de N(u;,01) y ¥1,Y2,...,Y,, una m.a.s. de N (U, 02), ambas

muestras independientes, U, U, 01, 0> desconocidas. Se desea obtener un intervalo de confianza
2

. o
de nivel 1 — a para 0_12'
2

Calculamos un intervalo para el cociente y no para la diferencia, porque existe una funcién pivote
para cociente y no para diferencia. Sin embargo, si nuestro interés es analizar la igualdad de
varianzas, ello equivale a que el cociente sea 1, y por tanto, con un intervalo para el cociente se

. 5% 5,
podria abordar el problema. Sabemos que ";—ZX ~ X:%ﬁl’ y que r% ~ )(3271 por el teorema de
1 2

Fisher, siendo ambas variables independientes. Entonces,

2
I’llS)z( ~ anfl
ol (ni—1) ni—1
2
nzS)z; Xn271
622(n2—1) ny—1
es decir,
2 2
) ~* Fn1717n271'
Existen por tanto B tm—1.9Y By imy11-2 tales que

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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ni(ny —1)S% 07
p (Fn1—17n2—l7l—g S nz(nl N 1)5227612 ~ Fnl—l,l’lz—l,% — 1 —

Despejando, el intervalo sera

2 2 2
(o nl(nz—l)SX nl(nz—l)SX
2 2 ) 2
o5 ny(ny — I)SYFnl—l,nz—l,% ny(ny — 1)SYFn1717n2,171,%
. . L, . . . nls}z( ) nzS)z/ )
Si se desea escribir en términos de las cuasi-varianzas; como s Sy y o Sy, enton-

CES:

2 R R
% Sx Sx
2 )
62 S\%Fnl—l,nz—l,% ‘/S\%F

n1—17n2—1,1—%

Ejemplo 11.6:

La cuasi-varianza del peso de una muestra de 10 naranjas es de 81 gramos?, y la cuasi-varianza
en una muestra de 15 limones es de 75 gramos?. Calcular un intervalo de confianza de nivel
0.95 para el cociente de varianzas poblacionales del peso de naranjas y limones. Se supone
normalidad.

81 81
75%x3,12" 75 xa

1 1
0,025 = p(F9714 < a) =p <F14. 9 > —) = -=3798=a=0,26
’ a a

El intervalo es (0,346, 4,154). Como 1 pertenece al intervalo al 95 % de confianza, podemos
asumir varianzas iguales.

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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11.3 Método general o de Neyman

Supongamos que se dispone de una m.a.s. X1,X5,...X, de una poblacién X ~ f (x, ), siendo
0 un pardmetro desconocido. Se desea obtener un intervalo de confianza para 6 de nivel 1 — .
Si el método de la funcién pivote no fuera utilizable porque no existiera una funcién pivote,
o porque fuera desconocida, se utiliza el método general, también conocido como método de
Neyman, que no es més que una generalizacién del método de la funcién pivote.

Cuando se aplica el método general, partimos del estimador de maxima versosimilitud (EMV)
de 0, 0, y supongamos que su distribucién depende de 6. Entonces, existirdn dos cantidades,
21(0) y g2(0) que dependen de 0 tales que p (5 < g (9)> =0,y p (5 > gz(G)) = 0, con
a0 >0yoa +o=a.

Despejando en estas expresiones, podemos obtener los limites de confianza para 6.

En realidad, con este procedimiento obtenemos una infinidad de intervalos para 6, uno por cada
eleccion de ¢ y ap. Se requiere entonces un criterio adicional para elegir entre estos infinitos
intervalos uno concreto. Tal criterio es determinar, entre todo los posibles intervalos, el mds corto
(I6gicamente, a igualdad de nivel de confianza, preferimos el intervalo mds corto posible, porque
es mas preciso).

Ejemplo 11.7:
Sea X1,X5,...X, una m.a.s. de X ~ U(0, 6). Obtener el intervalo de confianza mds corto para 0
de nivel 1 — 0.

Como no se conoce ninguna funcién pivote, se aplica el método de Neyman. Aqui, 6 =
max{X;,Xa,...,X,}, con

ntnfl '
f/\(l) _ 7, S1t € (0,8)
0

0, en otro caso

Fijamos o, € [0, 1], tales que a; + o = Q.

Imponiendo la condicién a; = p <§ < g1(9)> = Og‘(e) %,Tldt = %|§1(9) = glg—ﬁ)" —21(0) =
0.

. . ~ 0 -l om0 0)"
Imponiendo la otra condicién, oy = p (9 > g2(6)> = fgz(e) len = %| 800 =1 — gzén) —
gze(—nm: 1—062:>g2(9) =0v1— .

Por tanto,

P<g1(9)§§§g2(6)>:1—a<:>p<6"oc1§§§ 9M>:1—a.

Despejando,

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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~ ~

. ) R )
0V <0< —— v 0501 —ape—s0>—o
b= =va YT 2 =/

—
luego un intervalo de confianza para 6 de nivel 1 — o serd:

) )
(M’ \/a_l) (11.13)

En realidad, se han obtenido infinitos intervalos, uno para cada elecciéon de o y 0. Buscamos
el mas corto. La longitud es

~ 1 1
Lio) =206 —
(o) ("061 \’/’1—06—061>

, ~ 1 =1 1 e |
L(y)=0(—0o" +-(1—a—oy)™ =0=
n n
1 =1_1 1 =1_1 . .
— —-(l—a—o)"  =—(a1)" <= 1—a=0 1loqueesimposible
n n

Es decir, no hay raices y L'(o) # 0 siempre. Asi que, L(0) es siempre creciente o siempre
decreciente, L( ) estd definida para a; € [0, a].

Como L(0) = o, L decrece y la longitud minima se obtiene cuando @y = 'y o =0, y el
intervalo de confianza resultante es:

. 6 = max{X,,....X
(széx{Xl,...,Xn}, mix{X,..., n}>

o

Six; =0,3, x, =0,5, x3 = 0,1, el intervalo para 6 de nivel 0.95 y longitud menor, cuando

5
X~ U(0,8) es (0,5, \3/%—%>

Ejemplo 11.8:
Sea X1,X>,...,X, unam.a.s. de X ~ f(x,0), con

e_xee x>0
x,0) = ’
f(x,0) { 0, en otro caso.
Entonces 0 = min{Xj,..., X}y
o) = ne®e—m sit> 6
CAEOEE ) en otro caso

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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Fijando a;, a € [0, 1], tales que a; + & = @, e imponiendo la condicién
~ 81(0)
a =p (9 < g1(6)> :/ ne"ee*”’dt _ en9| _efnt‘éél(e) — enG[_efngl(G) +efne] _
0

—"0010) ] — 11—y =" 0) — In(1—a;) =n(6—g1(0)) =

1
g1(0)=06-— Zln(l —ay)
Por otra parte, imponiendo

@ =p(0>0(0) = /gz(e) ne Mdr=e" [T o =00,

1
¢"(0-8200) — Inoy =n (6 —g,(0)) = r—lln(xz =0—-g(0) =

Asi, 1—Ot=p<g1(9) < §§g2(9)> =p(9—%1n(1—a1) <8< e—llnaz).

Despejando,

0>0—-Inop=—0>0+-Inm
n n

Un intervalo de nivel 1 — a es (54— lhae, 6+ in(1- (xl)).

En realidad, para cada eleccion de o) y o hay un intervalo distinto. Elegiremos los valores
de o y o que nos garanticen que el intervalo es el mds corto posible, para que asi sea el mas
preciso.

1 1 1 1
L(oy) = ;ln(l—al)—;lnazz ;ln(l—al)—ﬁln(a—al)

1 (=1 1 (=1 1 1
L’(al):—< ) 1D =0= — =0=a—-1=0,
nl—o; no—ao -0y a—oy

lo que no es posible.

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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Por tanto, L'(0) no se anula, y L(o) es creciente o decreciente siempre en [0,1]. Como
L(a) = oo, entonces L es creciente de 0 a ¢ y la longitud minima se obtiene para oy =0y
0 = O, O sea,

1 R
(9+—lna, 9). (11.14)
n
Ejemplo 11.9:
Si se tiene
e ~e? x>0
0)= ’
f(x.0) { 0, en otro caso

y 0 = 2,3 y tres observaciones (n = 3), el intervalo de nivel 0,95 mds corto para 0 serd
1
(2,3 + §1n0,05, 2,3) .

11.4 Intervalos para parametros de distribuciones discretas

Las funciones de distribucion de variables discretas presentan saltos en todos los valores que
toman las variables. Por tanto, para la mayoria de los valores 1 — & no se puede obtener un
intervalo de dicho nivel. En tales casos, se utilizan tamafios muestrales grandes para, haciendo uso
del teorema central del limite, obtener intervalos de confianza aproximados para los parametros.
De nuevo, el punto de partida serd el EMV 0 que, en general es consistente y asintéticamente
normal (CAN).

11.4.1 Intervalo de confianza aproximado para p en una poblacion B(1, p)
si n es grande (n > 30).

p—p
p(1-p)

n

N>

Sabemos que p = X y que aproximadamente X ~» N (p, @) sin > 30, luego

aproximadamente N (0, 1).

Existe zg tal que p <—zg < p—p vn < Z%) =1-c.

Despejando,

_ _ zz/p(1—-p)

vp(1=p)

)

P—p
Vp(1—=p)

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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Como los limites del intervalo de confianza dependen de p (desconocido), no nos sirven, y
estimamos p por p para evitar la incertidumbre, de modo que el intervalo sera:

_ p(1l—p
(p:tZg——l¥?ﬁ—£2>. (11.15)

Ejemplo 11.10:
Se lanza una moneda 50 veces y se obtienen 20 caras. Obtener un intervalo aproximado al 95 %
para la probabilidad de cara de la moneda.

— ~__ 20 _
2e=196 p=%=04

V024
V50

10,24
, 0,4+ 1,96—’)

0,4—1,96
( =

11.4.2 Intervalo de confianza aproximado para A en el modelo de Pois-
son

Sea X1,X3,...,X, unam.a.s. de X ~ P(A). Se desea obtener un intervalo de confianza aproxima-

do para A de nivel 1 — . Supondremos que n > 30. Entonces, por el teorema central del limite,

X sigue aproximadamente N (l, ‘/—Z> Por tanto, existe 2g tal que p <—Z% < N(0,1) < Zg) =
1 Y;)’ —7 0 7;)“ o = —_—

1 — . En particular, \/Z ~ N(0,1), luego p ( 2g < \/Z < g | = 1—c.

Despejando en las inecuaciones,

Siendo n grande, estimamos A en los limites de confianza, que dependen de 4, a través de X
(consistente) para obtener el intervalo aproximado de nivel 1 — .

- X
Xiz% Py (11.16)

Ejemplo 11.11:
Se desea estimar el nimero medio de personas que entran en un centro comercial los lunes entre

Tema 11. Estimacién por intervalos.
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las 2 y las 3 de la tarde. Examinamos los primeros 50 lunes de un afio en esa franja horaria, y se
obtiene que entraron un total de 550 personas. Obtener un intervalo de confianza aproximado
para la media tedrica de visitas, al 95 % de confianza.

Supongamos que las entradas en el centro comercial se distribuyen segin Poisson. Como
1—a=0,95, g = 1,96. Aplicando la férmula,

550 / 550
iy | il
( 50 96 2500)
es un intervalo aproximado de nivel 95 % para A.

11.4.3 Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones

Sea Xi,X,...,X,, una m.a.s de B(1,p;), y sea Y;,Y»,...,Y,, una m.a.s de B(1,p>), ambas
muestras independientes. Admitiremos que n; > 30, y np > 30. Se desea obtener un intervalo de
confianza para p; — pp de nivel 1 — .

Por el teorema central del limite, se sabe que p; =X ~» N ( P14/ %}pl)) aproximadamente,

yque pp =Y ~ N (pz, \/ %7’2)), aproximadamente.

Como las dos muestras son independientes, también lo van a ser las distribuciones de p; y p».
Entonces, de forma aproximada,

o~ 1(1—=p1 2(1—=p2
p1—p2~N Pl—Pz,\/p< p)+p( P2)
ny ny

o tipificado

p1—p2—(p1—p2)
\/Pl(]_P1)+P2(l_P2)

ni na

~>N(0,1), aproximadamente.

Entonces, existe g tal que p (—z <N(0,1) <z ) = 1 — «. Por tanto,

@
2

p1—p2—(p1—p2) <za | =1-a.
\/Pl(]_Pl)+P2(l_P2) 2

ni n2

— <
14 e =

Despejando,

pi(1—p1) n p2(1—p2)
ni ny

— pl—(pz—)(m?pz))
pil—p p2(l—p
\/ 1 o 1 + 2 n2 2

<:>P1—P2§PA1—PAz+Zg\/
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p1—Dp2—(p1—p2)
\/PI(I*PI) + p2(1—p2)

1
n )

pi(1—-p1) n p2(1—p2)

<za <= p —pr>p1—pr—2e
2 2 nl n2

Como los limites de confianza dependen de p; y ps, estimamos p; y p; a través de p; y p2, que
son consistentes (cuanto mayor sea el tamafio de ny y np, menor error se comete). El intervalo
aproximado de nivel 1 — & para p; — p es:

P T
pq—pziza\/pl( p)  p(1=p2) ) (11.17)
2 ni np

Ejemplo 11.12:

Se desea obtener un intervalo de confianza aproximado de nivel 90 % para la diferencia entre la
proporcién de aprobados en las asignaturas de A y B. De 44 alumnos consultados, aprobaron
33 el examen final de A, y de 32 consultados aprobaron 18 el examen final de B. Supondremos
que existe independencia entre las notas de ambos exdmenes. Un intervalo del 90 % para p; — p»
siendo pp la proporcién de aprobados en A 'y p, la proporcion de aprobados en B es:

318 Bx1l 8 x 14
<———il,645\/ AL £ ) — (~0,0157, 0,3907)

44 32 44 x 44 x 44 32 x 32 x 32

Al 95 % de confianza, el intervalo obtenido seria

33 18 33x 11 18 x 14
<ﬂ —— =+ 1796\/ . + . > = (_07047 0742)

32 44 x 44 x 44 32 x 32 x 32
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Estadistica Descriptiva I. Concepto de estadistica. Las unidades estadisti-
cas. Variables cualitativas y cuantitativas. Variables discretas y continuas.
Distribuciones unidimensionales de frecuencias. Distribuciones acumula-
das. Tablas estadisticas. Representacion grafica.

12.1 Concepto de estadistica

La estadistica es una coleccién de métodos que nos ayudan a describir, resumir, interpretar, y
analizar datos. Sacar conclusiones de los datos es vital en la investigacion, la administracion,
y negocios. Por ejemplo, los investigadores pueden estar interesados en comprender si una
intervencion médica ayuda a reducir la carga de una enfermedad, a entender la relacion entre la
personalidad de los humanos y sus tomas de decisiones, si un nuevo fertilizante aumentaria el
rendimiento de los cultivos, cdmo un sistema politico afecta a la politica comercial, o quiénes
van a ser los partidos mds votados en unas elecciones. Los gobiernos y las organizaciones pueden
estar interesados en la esperanza de vida de una poblacidn, en los factores de riesgo de mortalidad
infantil, o los factores geograficos que afectan a posibles diferencias en el uso de energia, ademas
de en el estudio de patrones de migracidn o razones del desempleo. Por otra parte, el interés
de un negocio puede estar en la identificacién de personas que puedan estar interesadas en
un determinado producto, optimizacién de precios, y evaluar de la satisfaccion de los clientes
(Heumann y Shalabh 2016).

Independientemente de cudl sea su utilidad final, es muy importante recopilar datos de manera
que su andlisis posterior sea factible. Los datos recopilados nos permiten la aplicacion de una
amplia gama de métodos estadisticos. En este tema, se presentan las distintas herramientas
estadisticas necesarias para recopilar, administrar, evaluar y analizar datos.

12.2 Las unidades estadisticas

Los elementos o unidades estadisticas son las entidades sobre las que se obtienen datos. Por
ejemplo, 1) si se evalda el conocimiento de idiomas de los aspirantes a un puesto de trabajo en
una empresa, cada aspirante es una unidad. 2) Si se estudia el fendmeno de abandono escolar
de los distintos colegios de una region, cada colegio de dicha region es una unidad. 3) Si a un
vendedor le interesa el volumen de ventas mensual de su comercio en el dltimo afio, cada mes
del afo en cuestion es una unidad.

Las unidades estadisticas se caracterizan mediante variables descriptivas que permiten la identifi-
cacion adecuada de la unidad de interés. Estas caracteristicas permiten la recogida de informacion
acerca de las unidades y sus estructuras. Ademads, establecen una base de muestreo para los
estudios estadisticos que permite efectuar comparaciones y vinculos entre los datos de diferentes
fuentes. Esta posibilidad reduce notablemente los errores durante el proceso de recoleccion de
datos.
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Las unidades estadisticas son llamadas también unidades experimentales, unidades de muestreo
o unidades de observacidn.

En general, el objetivo de los estudios estadisticos es la generalizacion de las unidades observadas
a un conjunto mds grande que incluye todas las unidades existentes, aunque algunas de ellas no
se observen directamente.

En los conjuntos de datos mas simples, cada unidad se corresponde con un valor de los datos.
Sin embargo, cuando aumenta la complejidad del conjunto de datos en estudio, hace falta llevar a
cabo varias mediciones para cada unidad, para lo cual hay que tener en cuenta que las mediciones
tomadas de un mismo individuo estdn relacionadas en cierta manera, en el sentido de que son
mads parecidas entre si que con respecto a las tomadas en distintos individuos. No tener en cuenta
este hecho puede provocar problemas en anélisis posteriores.

12.3 Variables

Una vez que se ha especificado la poblacion de interés para una pregunta de investigacion
especifica, el siguiente paso es especificar los factores que resultan de interés sobre las observa-
ciones o datos obtenidos. Cada una de las caracteristicas particulares de estas observaciones se
puede recopilar y representar mediante una variable estadistica, X. En general, cualquier tipo
de informacién de interés puede ser representada por una variable. Por ejemplo, si los datos se
refieren a un conjunto de personas, una variable X podria describir el estado civil, o el género,
o la edad, por mencionar s6lo algunos aspectos. En general, hay més de una caracteristica de
interés. Para poder representarlas, se consideran varias variables, tantas como caracteristicas se
quieran representar, de manera que cada caracteristica de interés seria representada mediante
una variable, X;,i = 1,2... p. Volviendo al ejemplo sobre el conjunto de personas, se podria
considerar que X; representa el estado civil, X, el género y X3 la edad de cada una de las personas
involucradas. En este escenario, cada observacion toma un valor concreto para cada una de las
variables involucradas, en este caso, X1, X>,X3. Por ejemplo, X, tomara un valor, que en este
caso serd masculino o femenino, dependiendo de la observacion considerada. Formalmente, una
variable estadistica se define de la siguiente manera.

Definicion 1.
Sea  una poblacidn, y sea S un conjunto de valores. Una variable X definida sobre la poblacién
) se caracteriza como

X: Q—S
WX

Esta definicion establece que una variable X toma un valor x para cada observacién @ € Q,
donde el nimero de valores posibles esta contenido en el conjunto S.

Ejemplo 12.1:

Tema 12. Estadistica Descriptiva L.
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1. Si X se refiere al género, los posibles valores de x estdn contenidos en S = { masculino,
femenino}. Para cada observacién o, el valor de x serd masculino o femenino. Esta
informacién se resume en la variable X.

2. Sea X el pais de fabricacion de un automovil. Si cada observacién ® se refiere a un
automovil, los posibles valores que puede tomar la variable X :=pais quedan determinados
por el conjunto S = {ltalia, Corea del Sur, Alemania, Francia, India, China, Japon,
EE.UU,...}.

3. Si la variable X se refiere a la edad de una persona, podemos establecer que esta podra
tomar cualquier valor entre 1y 125, de manera que S = {1,2,3...,125}. Cada observacién
w se refiere a una persona, a la que la variable X asigna el valor x correspondiente a su
edad.

12.3.1 Variables cualitativas y cuantitativas

Dependiendo de su naturaleza, las variables se pueden clasificar atendiendo a distintos criterios.
En esta seccion se presentan las variables cualitativas y las variables cuantitativas.

Las variables cualitativas son las variables que toman valores x que no se pueden ordenar en
de forma 16gica o natural. Los siguientes ejemplos son casos muy representativos de variables
cualitativas.

* El color de pelo de una persona

* El nombre de un partido politico.

* El tipo de transporte utilizado para ir a trabajar.
* El tipo de vivienda en la que habita una persona.

No hay ninguna manera de ordenar los distintos colores de pelo, de la misma manera que no se
puede establecer un orden relevante entre los nombres de distintos partidos politicos.

Por el contrario, las variables cuantitativas representan cantidades que se pueden medir. Los
valores que toman las variables cuantitativas se pueden ordenar de forma légica y natural.
Algunos ejemplos de variables cuantitativas son:

¢ El tamafio de una mesa.
* El precio de una casa.
¢ Numero de horas de estudio semanales.

* El peso o la altura de una persona.

Para fines pricticos, en ocasiones se les asignan niimeros a variables cualitativas, que facilitan los
andlisis de datos posteriores. Por ejemplo, si se considera la variable género, cada observacion
puede tomar el valor masculino o femenino. Sin embargo, se puede decidir asignar el nimero
1 a las mujeres y el nimero 0 a los hombres, y usar estos nimeros en lugar de las categorias
originales. No obstante, hay que tener en cuenta que esta decision pudiera ser arbitraria, e
igualmente se podria haber elegido 1 para hombre y 0 para mujer, o 2 para hombre y 10 para
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mujer. Asi, ni ain habiendo asignado un niimero a cada categoria, se tendria un orden 16gico y
natural sobre como organizar los valores hombre y mujer, de manera que el género sigue siendo
una variable cualitativa, incluso después de usar nimeros para codificarla.

12.3.2 Variables discretas y continuas
En esta seccion se presentan las variables discretas y las variables continuas.

Las variables discretas son variables que tinicamente pueden tomar un nimero contable o
numerable de valores. Todas las variables cualitativas son discretas, como por ejemplo

¢ El color de ojos.
* Laregién de un pais.
* Las facultades de una Universidad.
También las variables cuantitativas pueden ser discretas, como por ejemplo
* La talla de zapatos.
* El ndmero de cursos finalizados en una titulacion.

Estas variables cuantitativas son discretas, ya que el conjunto de valores que pueden tomar es
numerable.

Las variables continuas son aquellas variables que pueden tomar infinitos valores distintos, no
numerables. Algunos ejemplos de variables continuas son:

* El tiempo empleado para llegar a trabajar.
* La distancia entre dos planetas.

* El peso o la altura de una persona.

* El volumen de una piscina.

En ocasiones se dice que las variables continuas son aquellas variables que miden en lugar de
contar. Esta caracterizacion es muy informal, pero ayuda a entender la diferencia entre variables
discretas y variables continuas. El punto crucial es que las variables continuas pueden, en teoria,
tomar un ndmero infinito no numerable de valores; por ejemplo, se puede registrar la altura de
una persona como 172cm. Sin embargo, la altura real de la cinta métrica puede ser de 172,3cm,
cantidad que se redonded a 172 cm. Tal vez un instrumento de medicién més preciso hubiera
proporcionado el valor 172,342cm. Sin embargo, la altura real de esta persona es un nimero
con indefinidamente muchos lugares decimales como por ejemplo 172,342975328. .. cm. Sin
importar que en ocasiones se limite la informacioén que proporciona, toda variable que pueda
tomar una cantidad infinita de valores se define como una variable continua.

12.3.3 Escalas

Las consideraciones previas indican que las distintas variables contienen diferentes cantidades y
tipos de informacién. Una clasificacidn util de estas consideraciones viene dada por el concepto
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de escala de una variable. Este concepto ayuda en la identificacion de los métodos que resultan
mas adecuados para cada escenario particular.

* Escala nominal. Los valores de una variable nominal no se pueden ordenar. Algunos
ejemplos son el género de una persona (hombre-mujer) o el estado de una solicitud
(pendiente - no pendiente).

* Escala ordinal. Los valores de una variable ordinal se pueden ordenar. Sin embargo,
las diferencias entre estos valores no se puede interpretar de manera significativa. Por
ejemplo, los posibles valores del nivel educativo (ninguno - educacion primaria - educacion
secundaria - titulo universitario) se pueden ordenar de manera significativa, pero las
diferencias entre estos valores no se puede interpretar. Asimismo, la satisfaccion con
un producto (insatisfecho - satisfecho - muy satisfecho) es una variable ordinal porque
los posibles valores que toma esta variable se pueden ordenar, pero las diferencias entre
insatisfecho — satisfecho y satisfecho — muy satisfecho no se pueden comparar de forma
numérica.

* Escala continua. Los valores de una variable continua se pueden ordenar. Ademas, las
diferencias entre estos valores se pueden interpretar de manera significativa. Por ejemplo,
la altura de una persona se refiere a una variable continua porque los valores se pueden
medir (170 cm, 171 cm, 172 cm,...), y las diferencias entre estos valores se pueden
comparar (la diferencia entre 170y 171 cm es igual a la diferencia entre 171 y 172 cm).
A veces, la escala continua es dividida en subescalas que simplifican su interpretacion y
utilizacién. Algunas de las subescalas continuas son las siguientes.

— De intervalo. En esta subescala se clasifican aquellas variables para las que tnica-
mente se pueden interpretar las diferencias entre los valores, pero no las proporciones.
Un ejemplo de esta escala seria la temperatura (medida en °C): la diferencia entre
2°C y 4°C es 6°C, pero la relacion de % = —2 no significa que 4°C sea el doble de
frio que 2°C.

— De proporcion. En esta subescala se clasifican aquellas variables para las que se
pueden interpretar tanto las diferencias como las proporciones. Un ejemplo es la
velocidad: 60km/h es a 40km/h 20km/h mds. Ademds, 60km/h es tres veces mds

rapido que 20km/h porque la relacién entre ellos es % =3.

— Escala absoluta. La escala absoluta es la misma que la escala de razon, con la
diferencia de que los valores se miden en unidades naturales. Un ejemplo de variable
de escala absoluta es aquella que mide el nimero de semestres estudiados. En este
escenario no se necesita una unidad artificial como km/h o °C para medir los valores;
estos serdn simplemente 1, 2, 3, etc.

12.3.4 Datos agrupados

En algunas circunstancias, puede darse el caso de que los datos estén disponibles inicamente
forma resumida: en vez de conocer el valor original de una variable, unicamente se puede conocer
la categoria o grupo al que pertenece el valor en cuestion. Algunos escenarios en que se puede
dar esta situacion son:
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* Encuestas relacionadas con ingresos anuales suelen ser organizadas por grupos del tipo
[0€-20.000€), [20.000€- 30.000€), ..., >100.000€.

* En una campaifia electoral en la que hay muchos partidos politicos, aquellos con un nimero
bajo de votantes a menudo se suelen resumir en una nueva categoria, Otros.

* Una compaiiia de seguros, en vez de capturar el nimero de reclamaciones realizadas por
un cliente, puede controlar simplemente si el cliente en cuestiéon ha reclamado o no, para
lo cual se usaria una variable que toman los valores S7 - No.

Si los datos estdn disponibles en forma agrupada, la variable en cuestién que resume este tipo de
informacion suele llamarse variable agrupada. En ocasiones, estas variables también se conocen
como variables categoricas. Sin embargo, esta no es una definiciéon completa porque las variables
categoricas se refieren a cualquier tipo de variable que tome un nimero finito, posiblemente
pequefio, de valores. Asi, cualquier variable discreta y/o nominal y/u ordinal y/o cualitativa
podria considerarse como una variable categdrica.

Un caso muy concreto de variable agrupada o categdrica es aquella variable que sélo toma dos
valores, conocida como variable binaria o dicotomica.

En la Figura 12.1 se presenta un diagrama que facilita la comprension entre las relaciones de
los distintos tipos de variable mencionados. Los datos representados por variables cualitativas
son siempre discretos; sin embargo, los datos representados por variables cuantitativas pueden
ser tanto discretos (por ejemplo, talla de zapatos o una variable agrupada) como continuos (por
ejemplo, temperatura). Las variables nominales son siempre cualitativas y discretas (por ejemplo,
color de 0jos), mientras que las variables continuas son siempre cuantitativas (por ejemplo,
temperatura). Las variables categéricas pueden ser tanto cualitativas (por ejemplo, color de 0jos)
como cuantitativas (nivel de satisfaccién en una escala del 1 al 5). Las variables categéricas
nunca son continuas.

intervalo
nominal ordinal continua
A 4 ratio absoluta
categdrica
A
A A & Y
cualitativa cuantitativa

discreta continua

Figura 12.1: Diagrama. Relacion entre los distintos tipos de variable.

Tema 12. Estadistica Descriptiva L.



12.4. Distribuciones unidimensionales de frecuencias 7

12.4 Distribuciones unidimensionales de frecuencias

En las secciones previas se ha enfatizado cémo los distintos tipos de variables contienen di-
ferentes niveles de informacion. Al resumir o visualizar una o mas variables, la estructura
de esta informacion es la que que determina los métodos estadisticos apropiados para cada
situacion.

Supongamos que estamos interesados en estudiar las oportunidades de empleo y los salarios de
los graduados universitarios. Se considera la variable X, que representa el salario inicial medido
en €/afio. Se conocen los salarios iniciales de 100 graduados, de manera que el salario inicial
del primer estudiante seré el valor xi, el del segundo estudiante x,, y asi sucesivamente hasta
el valor x1qg, relativo al salario inicial del estudiante 100. Por lo tanto, hay 100 observaciones
X1,X2,...,X100- La cuestion es, ;como se pueden resumir estos 100 valores de la mejor manera
posible para extraer informacidn significativa de ellos? La respuesta a esta pregunta depende
de varios aspectos, como por ejemplo, la naturaleza de los datos registrados, la cantidad de
observaciones que se han obtenido, codmo se registraron los datos (; valores exactos o valores
resumidos en intervalos?), por mencionar algunos matices. Por ejemplo, los salarios iniciales se
pueden obtener como valores exactos, esto es 51500 €/ afio, 32350 €/ afio, etc. Alternativamente,
estos valores se podrian resumir en categorias como por ejemplo, salario bajo, (< 30000€/aio);
salario medio, (30000 — 50000 €/ aino); salario alto, (50000 — 70000 €/aino); salario muy alto,
(> 70000€/ ano). Otro enfoque podria plantearse preguntando a los estudiantes si estaban
empleados o no después de graduarse y registrar los datos en términos de si o no. Es evidente
que esta ultima clasificacion es menos detallada que los datos sobre franjas salariales, que a
su vez son menos detallados que los datos exactos. Dependiendo de qué conceptualizacion de
salario inicial usemos, se deberia elegir un enfoque u otro para resumir los datos, o lo que es lo
mismo, los 100 valores relativos al salario inicial de cada uno de los 100 estudiantes graduados
analizados.

12.4.1 Frecuencias absolutas y frecuencias relativas

* Datos Discretos. Se propone un ejemplo para ilustrar la notacién.

Ejemplo 12.2:
Suponga que hay diez personas en la cola de un supermercado. Cada uno de ellos se codifica
como F (si la persona es mujer) o M (si la persona es hombre). Los datos recopilados son:

M,F,M,F,M,M,M,F,M,M

Se puede observar que hay dos categorias en los datos: masculino (M) y femenino (F).
Como hay 7 hombres y 3 mujeres, hay un total de 7 valores en la categoria M, denotados
como n; =7,y 3 valores en la categoria F, denotados como n, = 3. El nimero de
observaciones en una categoria concreta se llama frecuencia absoluta, de manera que
n; =7y ny =3 son las frecuencias absolutas de M y F, respectivamente. Es importante
tener en cuenta que, siendo n el ndmero total de observaciones recopiladas, se cumple que
ny; +ny = n = 10. Las frecuencias relativas de M y F también se pueden calcular como
fi=fM)="1= 17—0 =0,7=70%,y f=f(F)="%2= 13—0 = 0,3 = 30 %, respectivamente.

n
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Las frecuencias relativas proporcionan informacion sobre la cantidad de veces que se repite
cada categoria con respecto del nimero total de observaciones, o lo que es lo mismo,
la proporcién de cada categoria; en este ejemplo concreto, las proporciones de clientes
masculinos y femeninos en la cola.

A continuacion se presenta una generalizacion de estos conceptos a un marco mds amplio
relativo al resumen de datos en variables discretas. Se supone la existencia de k categorias
denotadas, como ay,as,...,a, siendo n; la cantidad de observaciones en la categoria j ,
paracada j=1,2,...,k. Lafrecuencia absoluta n; se define como el nimero de unidades
en la j-€sima categoria, a;. Ademas, se cumple que la suma de frecuencias absolutas es
igual al nimero total de unidades en los datos,

k
Zl’lj =n
j=1

donde, para cada j = 1,2,... k, la frecuencia relativa de la clase j se define como

n;

fj:f(aj):;f, j=1,2,.. k (12.1)
Ademds, se cumple que
e 0< f;j<1,paracada j=1,2,... k.
d le'zlszl

* Datos Continuos Agrupados.

Los datos sobre variables continuas suelen tener una gran cantidad (k) de valores diferentes.
Incluso podria darse el caso de que k sea igual a n (nimero total de observaciones). en tal
caso, cada una de las frecuencias relativas vale f; = %,‘v’ j=1,2,...,n. Asi, pese a que
pueda existir una amplia gama de valores diferentes, es posible definir intervalos en los
que estan contenidos los valores observados.

Ejemplo 12.3:

Considere los siguientes n = 20 resultados de un examen, cuyo valor maximo son 100
puntos.

28, 35, 42, 90, 70, 56, 75, 66, 30, 89, 75, 64, 81, 69, 55, 83, 72, 68, 73, 16.

Estos resultados se pueden resumir en intervalos de clase del tipo 0 — 20, 21 — 40, 41 — 60,
61 — 80, y 81 — 100, de manera que los datos se podrian presentar como:

Tema 12. Estadistica Descriptiva L.
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Intervalos de clase | Frecuencias Absolutas | Frecuencias Relativas
0-20 np =1 fi =55
21-40 ny =3 =5
41-60 n3 =3 =35
61-80 ny =9 fa= =5
81-100 ns =4 fs = 5

Tabla 12.1: Distribucién de frecuencias. Ejemplo 12.3.

Se puede observar que Zﬁzl nj=20y Z?:] fi=1

En un contexto mds general, se asume que las n observaciones se pueden agrupar en k
intervalos, ay,a, . ..,a, de manera que, para cada j = 1,2,... k, el intervalo j-€simo, a;,
contiene n; observaciones, de manera que ZI;':1 nj = n. La frecuencia relativa de la clase
J-€simaes f; = %, y ademads, Z’;:1 fj = 1. EnlaTabla 12.2 se presenta la distribucion
de frecuencias de una variable discreta, X.

Intervalos de clase | Frecuencias Absolutas | Frecuencias Relativas
ap ni f
a no 2
ak Nk S

Tabla 12.2: Distribucién de frecuencia de una variable discreta, X.

Ejemplo 12.4:

Se consideran los datos de un servicio de entrega de comida a domicilio. En concreto,
hay interés en el servicio de entrega por zonas, de manera que se genera una tabla de
frecuencias considerando las zonas Centro, Norte y Sur, que muestra la distribucién de los
datos.

Se sabe que n =} jn; = 1266 entregas, y }_; f; = 1. En la Tabla 12.3 se puede observar
que todas las zonas tienen una frecuencia absoluta de envios similar, y que la frecuencia
relativa de los envios de cada zona se corresponde aproximadamente con % del total de
envios.

Tema 12. Estadistica Descriptiva L.
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a n; fj
Centro | 421 | 2 =0,333
Norte | 410 | 5% = 0,323

Sur | 435 | 152 =0,344

Tabla 12.3: Tabla de frecuencias. Ejemplo 12.4

12.5 Distribuciones acumuladas

Otra manera de resumir y visualizar la distribucion (frecuencia) de las distintas variables es
mediante la funcién de distribucion acumulativa empirica. Como sugiere el propio nombre, esta
funcién proporciona una idea sobre la acumulacion relativa de frecuencias hasta cierto punto.
Volviendo al Ejemplo 12.3, se quiere conocer la cantidad de personas que obtuvieron menos
60 puntos en el examen. Este resultado se puede calcular sumando el nimero de personas en
los intervalos de clase 0 — 20, 21 —40 y 41 — 60, lo que se corresponde con nj +ny +n3 =
1+3+3 =7. Este valor se conoce como frecuencia acumulada. Si se quisiera conocer la
frecuencia relativa de personas que obtienen hasta 60 puntos, habria que sumar las frecuencias
relativas correspondientes a los intervalos 0 — 20, 21 —40 y 41 — 60, esto es, f1+ >+ f3 =
2% 30+ = 20

Antes de iniciar el discurso acerca de la funcion de distribucién acumulativa empirica en un
contexto mds general, se introduce el concepto de valores ordenados. Para ello se propone el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 12.5:

Se considera una variable X que representa la altura de una persona. Se han observado cuatro
personas, de manera que sus alturas se representan mediante los valores x; = 180cm, x, = 160cm,
x3 = 175¢m, y x4 = 170cm. Debido a la naturaleza de la variable X, estos valores se pueden
organizar atendiendo a un orden, en concreto, el orden ascendente. De esta manera, el primer
valor de la ordenacion seré el valor mas pequefio de entre los cuatro disponibles, y se denotara
como x1); el segundo valor de la ordenacion serd el segundo valor mds pequefio de entre los
disponibles, y se denota como x(), y asi sucesivamente hasta llegar al valor mas alto de los
disponibles, que ocupard el dltimo lugar de la ordenacion, en este caso, x4).

Entonces, se tiene:
* x(1) = 160cm = x»
* x(2) = 170cm = x4
* x3) = 175cm =x3
* X(4) = 180cm = x,

Los valores x(1),X(2),%(3), X(4) se dice que son valores ordenados, para los cuales se cumple que
x(1) < X(2) < x(3) < x(4). Es importante entender la diferencia entre los valores x; y x(;). Asi, el
valor x; no tiene por qué ser necesariamente el valor més pequefio, a diferencia de x1), que es
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por definicion el valor més bajo de todos los disponibles (o el mds alto en caso de que se hubiera
elegido un orden descendente).

En general, si hay n observaciones x,x3,...,x,, los datos ordenados son x(1) < xX2) <x3) <

Definicion 2.

Se consideran n observaciones de una variable X, x1,x,x3,...,X,, ordenadas de forma ascen-
dente de manera que x(1) < x(3) < x3) < -+ < X(,) (y por lo tanto estdn en una escala al menos
ordinal). La funcién de distribucién acumulativa empirica, también conocida como funcién
de distribucién acumulada, F(x), se define como el acumulado de todas las frecuencias relati-
vas correspondientes a todos los valores a; que son inferiores o iguales a x:

F(x)=Y f(aj) (12.2)

aj<x

Por su propia definicidn, una funcién de distribucién acumulada tiene las siguientes propiedades
(Pinto y Castillo Galarza 2017):

¢ Es mondtona no decreciente.
0<F(x), ¥xeR.
F(x) <1, VxeR.

lim,_, o F(x) =0 (el limite inferior de F es 0).

limy_, 1 F(x) =1 (el limite superior de F es 1).

12.5.1 Funcién de distribucion para variables ordinales
La funcidn de distribucidn de toda variable ordinal es una funcion escalonada.

Ejemplo 12.6:

Se considera una encuesta de satisfaccion del cliente llevada a cabo por un taller de automdviles.
A los 200 clientes que han llevado a reparar un automévil en los dltimos 30 dias se les pidi6 que
contestaran a una pregunta relativa a su nivel general de satisfaccion con la calidad del servicio,
utilizando para ello una escala de 1 a 5 basada en las siguientes opciones: I = no satisfecho
en absoluto, 2 = insatisfecho, 3 = satisfecho, 4 = muy satisfecho y 5 = sumamente satisfecho.
Atendiendo a la frecuencia con que se repite cada opcion, se pueden calcular las correspondientes
frecuentas relativas, para después trazar la funcion de distribucién acumulativa empirica, donde,
para cada j = 1,2,3,4,5, la funcion de distribucion correspondiente al valor a; se calcula como

J
Faj)=Fj=} fe
=1
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Nivel de satisfaccion
n; f; F;
aj
— 4 4 _
j=1 4 20 = 0,02 = 0,02
Jj=2 16 | 45 =0,08 505+ 2 = 0,02+ 0,08 = 0,1
j=3 90 % =045 4% ;% Jgo% ?00,02 +0,08+0,45=0,55
j=4 70 29 = 0,35 a5+ 200+ oo+ 20 = 0,02+0,08+0,45 = 0,9
j=5 20 | 555 =0,1 | 505+ 505 + 306 + 200 + 506 = 0:02+0,08+0,45+0,1 =1

Tabla 12.4: Tabla de distribuciones. Ejercicio 12.6.

o S
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© |
o —_—
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<
o
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< —
e [ T [ | I | |
0 1 2 3 4 S 6

Satisfaccion

Figura 12.2: Funcién de distribucion. Ejemplo 12.6

Las funciones de distribucién acumuladas se pueden utilizar para obtener las frecuencias relativas
de los valores contenidos en ciertos intervalos como

H(c <x<d) = frecuencia relativa de los valores x que cumplen ¢ <x <d

De donde se obtienen las siguientes propiedades:
H(x<aj)=F(aj) (12.3)

H(x <aj) = H(x < aj) = f(a;) = F(aj) - f(a;) (12.4)
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H(x>a;)=1—-H(x<aj)=1-F(a)) (12.5)
H(x>a)=1-H(x<a;)=1—F(a;)+ f(a)) (12.6)
H(a;, <x<aj)=F(a,)—F(a;,)+f(aj) (12.7)
H(a;, <x<a;)=F(aj,)—Fl(aj,) (12.8)

H(aj, <x<aj;,)=F(aj,)—F(a;)— f(a},) (12.9)
H(aj, <x<a;,)=F(a;,)—F(aj,) - flaj,) + f(a},) (12.10)

Ejemplo 12.7

Retomando el Ejemplo 12.6, se supone que se quiere saber cudntos clientes no estan satisfechos
con el servicio recibido. Utilizando los datos relacionados con las respuestas “1” (no satisfecho
en absoluto) y “2” (insatisfecho), a partir de la funcién de distribucion, se puede observar que
% = 10% de los clientes no estaban satisfechos con el servicio recibido. Esto se relaciona

con el uso de la regla (12.3):

H(x<2)=F(2)=0,1=10%

Del mismo modo, la proporcién de clientes que estdn mds que satisfechos se puede obtener
usando (12.5) ya que

110
H =1-Hx<3)=1-—=0,45=4
(x>3) (x<3) 300 0,45=45%

12.5.2 Funcion de distribucion para variables continuas

En general, las formulas (12.2) a (12.10) también se pueden aplicar a datos representados
mediante variables continuas. Antes de mostrar su uso, se considera un escenario algo diferente.
Se supone la existencia de una variable continua, cuya informacion de interés s6lo esta disponible
de manera agrupada. Se puede suponer que las observaciones dentro de cada grupo (cada
categoria o intervalo) se distribuyen uniformemente a lo largo de todo el grupo. En este escenario,
la funcién de distribucion consiste en lineas rectas que conectan los valores superior e inferior
de la distribucion correspondiente en cada intervalo. Para comprender este concepto con mas
detalle, se propone la siguiente notacion:

* k es el nimero de grupos, intervalos o categorias
* ¢;_1 es el limite inferior del intervalo j-€simo
* ¢ es el limite superior del intervalo j-€simo

e dj =e;—ej_1 eslalongitud del intervalo j-€simo
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* nj es el nimero de observaciones del intervalo j-€simo

Bajo el supuesto de que todos los valores en un intervalo particular se distribuyen uniformemente
dentro de dicho intervalo, la funcién de distribucién acumulada se relaciona con un cadena
poligonal que conecta los puntos (0,0), (e1,F(ey), (e2,F(e2),- .., (ex, 1). Asi, siendo F(ep) =0,
la funcién de distribucién acumulada se puede definir como

0, x < eg
F(x) = F(ej)+£—j(x—ej_1), x€lej_1,¢€j) (12.11)
17 x> e

La idea representada en la expresion (12.11) se puede observar en la Figura 12.3. Para cualquier
intervalo [e;_1,e;), los limites inferior y superior relativos a la funcién de distribucién son
F(e;)y F(ej—1). Si se asume que los valores se distribuyen uniformemente en este intervalo,
los valores F(e;) y F(ej_1) se pueden conectar mediante una linea recta. Para obtener F(x),

siendox > e;_1 y x < e}, simplemente se agrega la altura entre los puntos F(ej_;) y F(x) hasta
F(ej).

. / i

i

'y

Y

('f- 5

A J

€51 xr €4

Figura 12.3: Funcién de distribucion acumulada para datos representados mediante variables
continuas cuando se tienen en formato acumulado.

Ejemplo 12.8:

Retomemos el Ejemplo 12.4 relativo a un servicio de entrega de comida a domicilio. Pese a
que la estructura de la curva es una funcién escalonada, en este ejemplo casi parece una curva
continua. Esto se debe a que, cuando el nimero de observaciones es grande, la duracién de
los intervalos de clase se vuelve pequefia. Cuando estas pequeias longitudes se unen, aparecen
como una curva continua. Cuando el nimero de observaciones aumenta, la suavidad de la curva
también aumenta. Si no hubiera muchas observaciones, la funcién de distribucion se podria
caracterizar con una tabla que resuma todas las caracteristicas, como se muestra en la Tabla
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12.5. Es interesante ver que los gréficos que surgen del uso de los datos agrupados y los datos
no agrupados son similares en este ejemplo especifico, como se puede observar en la Figura
12.4.

Supongamos que estamos interesados en calcular cudntas entregas se completaron dentro del
limite de tiempo deseado de 30 minutos, con una tolerancia maxima del 10 % de desviacidn, esto
es, 3 minutos. Se puede evaluar la funcién de distribucién en x = 3 min.

6
Atendiendo a la ecuacién (12.11), se calcula H(x < 33) = F(33) = F(30) + 9(33 —30) =

0,2946
0,248 + ’T3 = 0,4248. Asi, en base a los datos agregados, se concluye que sélo el 42 % de

las entregas fueron completadas en la franja horaria deseada.

Intervalo de entrega | j |ej_y | € | n f; F(e;)

[0; 10] 1 0 10| O 0 0

(105 15] 2| 10 | 15| 3 | 0.0024 | 0.0024
(15; 20] 3 15 | 20| 21 | 0.0166 | 0.019
(20; 25] 4 1 20 (25| 75 | 0.0592 | 0.0782
(25; 30] 5| 25 |30 (215 0.1698 | 0.248
(305 35] 6 | 30 | 35| 373 |0.2946 | 0.5426
(35; 40] 7 | 35 | 40| 350 | 0.2765 | 0.8191
(40; 45] 8 | 40 | 45| 171 | 0.1351 | 0.9542
(45; 50] 9 | 45 | 50| 52 | 0.0411 | 0.9953
(50; 55] 10| 50 | 55| 6 | 0.0047 1

Tabla 12.5: Valores para calcular la funcién de distribucion del Ejemplo 12.4.

= o
(=+] «
< =N
w | L=
(=] =1
= =
g fra
< <
(=] o
o o~
=] =1
31 e i —
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
Tiempo de entrega (minutos) Tiempo de entrega (minutos)
(a) variable continua (b} Vvariable continua agrupada

Figura 12.4: Funcién de distribucion para datos continuos y continuos agrupados.

12.6 Tablas estadisticas

En teoria, las funciones estadisticas, tanto continuas como discretas, permiten determinar las
probabilidades de un suceso, partiendo del modelo estadistico al que ese suceso se ajusta.
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En la practica, si se quiere conocer el valor numérico de dicha probabilidad, ademds de la
expresion que la determina, es necesario cuantificar la distribucion de probabilidad. Estas
expresiones no son en absoluto sencillas; para facilitar su manipulacién e interpretacion se
propone la utilizacién de tablas estadisticas. Una tabla estadistica es una tabla en la que se
dispone de forma ordenada y agrupada de los valores y frecuencias de una distribucion. Es
importante diferenciar entre tablas estadisticas de distribuciones no agrupadas y tablas de
distribuciones agrupadas.

Las tablas de distribuciones no agrupadas contienen la siguiente informacion: los valores de
la distribucién, ordenados de menor a mayor si son caracteres cuantitativos; y las frecuencias
relativas. En caso de que se puedan definir las frecuencias acumuladas, éstas también se afiaden
en términos absoluto y relativo.

Por su parte, las tablas estadisticas de distribuciones de frecuencia agrupadas por intervalos,
contienen la siguiente informacion: los intervalos considerados; las amplitudes de los intervalos;
las marcas de clase, (que son puntos medios de los intervalos); las frecuencias absolutas de cada
intervalo; las frecuencias relativas. También se suelen incorporar las frecuencias acumuladas. Si
todos los intervalos considerados fueran de la misma amplitud, se obvia la informacién sobre la
amplitud.

12.7 Representacion grafica

Las tablas de frecuencia y las funciones de distribucién acumulativa empirica son utiles para
proporcionar un resumen numérico de una variable. Una forma alternativa de resumir la informa-
cion de una variable es mediante el uso de graficos. En muchas situaciones, los graficos tienen la
ventaja de transmitir la informacion oculta en los datos de forma mas compacta. Algunos de los
tipos mas populares de graficos se presentan a continuacion.

12.7.1 Grafico de barras

Los graficos de barras son una herramienta muy sencilla para visualizar las frecuencias relativas
o absolutas de los valores observados de una variable. Los gréficos de barras se pueden utilizar
tanto para variables nominales como ordinales, siempre que el niimero de categorias no sea muy
grande. Asi, un gréifico de barras tendrd una barra para cada categoria. La altura de cada barra esta
determinada por la frecuencia absoluta o la frecuencia relativa de la categoria correspondiente;
esta altura se muestra en el eje Y. Si la variable de interés fuera ordinal, se recomienda organizar
las barras en el eje X atendiendo a sus rangos o valores. Si el nimero de categorias es muy
grande, tal vez no sea conveniente el uso de este tipo de graficos, ya que la cantidad de barras
aumentara.

Cabe mencionar que las barras usadas pueden ser horizontales en vez de verticales.

Ejemplo 12.9:

Se considera el Ejemplo 12.2 sobre un grupo de diez personas que hacen cola en un supermercado.
Estas personas estan clasificadas como hombres (M) o mujeres (F). Las frecuencias absolutas
para estas categorias son n; =7 y np = 3, respectivamente. Dado que hay dos categorias, M y
F, haran falta dos barras para construir el grafico, una para cada categoria. Las alturas de las
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barras se determinan comon; =7y ny; =30 f1 =0,7y f> = 0,3. Estos gréficos se muestran en

la Figura 12.5.
0,6
2 0,4
0,3
0,2
01
F M

Género Género

o

Frecuencia relativa

Frecuencia absoluta
[= T - - - -]

Figura 12.5: Graficos de barras relativos al Ejemplo 12.2, con frecuencias absolutas y relativas.

Ejemplo 12.10:

Se consideran los datos del Ejemplo 12.8, acerca de los tiempos de un servicio de entrega de
comida a domicilio, que se presentan en la Tabla 12.5. La tabla de frecuencias forma la base para
el grafico de barras, ya sea utilizando las frecuencias absolutas o relativas en el eje Y. La Figura
12.6 muestra los graficos de barras para el nimero y la proporcién de entregas.

0,

)

0,35
345
4 0,34
435 -
] 335
0 &
g o033
c
| I
s 2 0,325
Z am &
aos a2
200 0,315
355 031
Centro Narte Sur Certro Noe Sur
Regidn

Regitn

Figura 12.6: Gréficos de barras relativos al Ejemplo 12.8, con frecuencias absolutas y relativas.

12.7.2 Grafico de tarta

El grafico de tarta, también conocido como grafico circular o de sectores, es otra opcion para
visualizar las frecuencias absolutas y relativas de variables nominales y ordinales. Un gréfico
circular es un circulo dividido en sectores, donde cada uno de los sectores representa una categoria.
El tamafo de cada sector depende de la frecuencia relativa de la categoria correspondiente, y
estd determinada por el dngulo f; * 360°, para la categoria a;.

Ejemplo 12.11:
Para ilustrar la construccion de un gréfico de tarta, se consideran una vez mds los datos del
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Ejemplo 12.2 sobre un grupo de diez personas que hacen cola en un supermercado, clasificadas
comoM, EM, E M, M, M, E, M, M. Para estos datos, el grifico circular tendré dos sectores, uno
para representar a los hombres y otro para representar a las mujeres. Las frecuencias relativas
correspondientes son f] = 17—0 yfa= %, respectivamente. Por tanto, el tamafio del sector que

representa a los hombres (M) serd f; x 360° = % *360° = 2529, mientras que el tamaiio del

sector que representa a las mujeres (F) serd f, * 360° = % x360° = 108°. El grafico de tarta
obtenido se puede observar en la Figura 12.7.

apM ®F

Figura 12.7: Gréficos de tarta relativo al Ejemplo 12.2.

Ejemplo 12.12:

Se consideran los datos del Ejemplo 12.6 relativos a la satisfaccion de 200 clientes con un
servicio, clasificada en cinco categorias que comprenden las opiniones no satisfecho en absoluto
a sumamente satisfecho. En este caso, el grafico de tarta constara de cinco sectores, cada uno
de los cuales representard una de las categorias de opinion, 1, 2, 3, 4 y 5. El tamafio del sector
J-€simo es f;*360°. Por ejemplo, 4 de cada 200 clientes estdn no satisfechos en absoluto,
con lo cual pertenecen a la categoria 1. En este caso, el dngulo del sector correspondiente es
J1%360° = ﬁ *360° = 7,2°. El resto de sectores se calculan de manera similar. El grafico de
tarta obtenido se puede observar en la Figura 12.8.
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Encuesta de satisfaccion

ml

=2

Figura 12.8: Graficos de tarta relativo al Ejemplo 12.6.

A la hora de construir un grafico de tarta, es importante tener en cuenta que el drea de cada
sector no es proporcional al valor absoluto de la frecuencia absoluta, sino proporcional al &ngulo
fj*360°. Este hecho podria causar interpretaciones incorrectas ya que el ojo humano puede
captar el drea de un sector més facilmente que el angulo de un sector.

12.7.3 Histograma

Si una variable tiene un nimero alto de valores diferentes, la cantidad de categorias utilizadas
para construir grificos de barras también serd grande. Por tanto, cuando se trata de representar
variables continuas, los graficos de barras podrian no ser una buena opcion. En este escenario, la
opcion adecuada es la representacion mediante un histograma, que permite mostrar la distribucién
de valores de variables continuas. La construccién de un histograma se basa en la idea de
categorizar los datos en diferentes grupos, y después trazar las barras. para cada categoria
con altura hj = f%,, donde dj = ej — ej 1 denota el ancho del j-ésimo intervalo o categoria.
Una consideracion importante para este concepto es que el drea de las barras (altoxancho, o
base x altura) es proporcional a la frecuencia relativa. Esto significa que los anchos de todas
barras no tienen por qué ser necesariamente los mismos en un histograma; este tamafio podria
ajustarse con la altura para asi obtener el area adecuada.

Ejemplo 12.13:

Se consideran los datos del Ejemplo 12.3 relativos a la puntuacion obtenida por un grupo de
n = 20 personas en un examen. Las puntuaciones se clasifican en los intervalos 0 — 20, 21 — 40,
41 —60, 61 — 80, 81 — 100, de manera que la tabla de frecuencias correspondientes es:

Tema 12. Estadistica Descriptiva L.
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Intervalo de clase | Frecuencia absoluta | Frecuencia relativa
0-20 ni =1 fi=15
21-40 np =3 =3
41-60 n3 =3 3= 35
61-80 ng =3 fa= 135
81-100 ns =4 fs =15

Tabla 12.6: Valores para calcular el histograma relativo al Ejemplo 12.3

El histograma correspondiente a estos datos se puede ver en la Figura 12.9. Como los datos se
han agrupado en 5 categorias, el histograma consta de 5 barras. Puesto que los anchos de los
intervalos de clase son los mismos, las alturas de las barras son proporcionales a la frecuencia
relativa de la categoria respectiva

Densidad
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025

Figura 12.9: Histograma relativo al Ejemplo 12.3.

Ejemplo 12.4:

Se retoma el Ejemplo 12.4 relativo a un servicio de entrega de comida a domicilio. En la Tabla
12.7 se muestran los datos necesarios para construir un histograma que represente esta situacion.
En el grifico de la izquierda de la Figura 12.10 se muestra el histograma con anchos iguales
de intervalos de tiempo de entrega. Se puede ver una distribucion simétrica de los tiempos de
entrega; no obstante, algunas entregas superan el tiempo objetivo de 30 minutos. Si se requiere
que el histograma tenga diferentes anchos para diferentes barras, es decir, diferentes intervalos
de tiempo de entrega para diferentes categorias, se podria construir como se muestra en el grafico
de la derecha de la Figura 12.10.

L

L)
20
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Intervalo de entrega | j | ej_1 | € | nj f; h;
[0; 10] 1 0O |10] O 0 0.00000
(10; 15] 2 | 10 | 15| 3 | 0.0024 | 0.00047
(15; 20] 3 [ 15 |20 21 |0.0166 | 0.00332
(20; 25] 4 1 20 | 25| 75 |0.0592 | 0.01185
(25; 30] 51 25 |30 215 0.1698 | 0.03397
(30; 35] 6 | 30 | 35373 | 0.2946 | 0.05893
(35; 40] 7 | 35 |40 350 | 0.2765 | 0.05529
(40; 45] 8 | 40 | 45| 171 | 0.1351 | 0.02701
(45; 50] 9 | 45 | 50| 52 | 0.0411 | 0.00821
(50; 55] 10| 50 | 55| 6 | 0.0047 | 0.00094

Tabla 12.7: Valores para calcular la funcién de distribucién del Ejemplo 12.4.

Densidad

0.00 0.01 002 003 004 005 0.06
Densidad

000 0.01 002 003 004 005 006

= L

N —
1 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
Tiempo de entrega (minutos) Tiempo de entrega (minutos)

Figura 12.10: Histograma relativo al Ejemplo 12.4.

12.7.4 Estimacion Kernel de la densidad

Una desventaja de los histogramas es que los datos continuos se categorizan artificialmente.
La eleccién de los intervalos de clase es crucial para el aspecto final del grafico. Una forma
mds elegante de abordar este problema es suavizar el histograma en el sentido de que cada
observacion pueda contribuir a diferentes clases con diferentes pesos. Asi, la distribucion estaria
representada por una funcién continua en lugar de una funcién escalonada. Una estimacion
Kernel de la densidad se puede conseguir con la funcién:

ﬁl(x):nihiK(x;x”), h>0 (12.12)

i=1

donde n > 0 es el tamafio de la muestra, / el ancho de cada barra y K la funcién Kernel. Algunos
ejemplos de funcién Kernel son la rectangular (K;) y la Epanechnikov (K>):

Kl (X) =

1
- <
{ 2 ~l<xsl (12.13)

0, en otro caso

Tema 12. Estadistica Descriptiva L.
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3 2
8(1 x7), I <1 (12.14)

Kato) = {
, en otro caso

Para comprender mejor este concepto, consideremos la Figura 12.11. Las marcas de graduacién
en el eje X representan cinco observaciones: 3, 6, 7, 8 y 10. En cada observacién x; asi como en
su valores circundantes, aplicamos una funcion Kernel, en concreto, el kernel de Epanechnikov.
Esto significa que tenemos cinco funciones que se refieren a las cinco observaciones. Estas
funciones son mayores en la propia observacion y se convierten gradualmente en mas pequeias
a medida que aumenta la distancia desde la observacién. Agregando esta funcion Kernel tal y
como se describe en la ecuacion (12.14), se obtiene la linea negra continua. Es una curva suave,
que representa la distribucion de los datos. El grado de suavidad se puede controlar mediante el
ancho A, que en este caso concreto es & = 2.

0.06
1

; ;' :
(=
(=]
3 =
5 ° / 3 Y
s / s=R
— ]
vl
c §~ o 9
g _ 8 -
g g
(=T T T T T T T 1 = T T T T T T T
0O 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
Tiempo de entrega (minutos) Tiempo de entrega (minutos)
h por defecto h mas pequefio

Figura 12.11: Estimacion Kernel de la densidad para el tiempo de entrega

La eleccién del nicleo puede afectar el aspecto general de la gréfica. Antes se han propuesto las
funciones para los nticleos rectangular y Epanechnikov. Otra de las funciones mas comunes es la
funcion de distribucion normal. El nicleo que se basa en la distribucion normal se denomina
"nicleo gaussiano". Es importante tener en cuenta que las funciones del kernel no se definen
arbitrariamente y deben satisfacer ciertos condiciones, como las requeridas para las funciones de
densidad de probabilidad.

12.8 Algunas observaciones importantes

* Los graficos de barras y los histogramas no son las mismas herramientas gréficas. Los
graficos de barras se usan para visualizar las categorias de variables nominales u ordinales,
mientras que los histogramas permiten visualizar la distribucién de variables continuas.
Un gréfico de barras no requiere tener valores ordenados en el eje X, mientras que un
histograma siempre requiere que los valores en el eje X estén en una escala continua.
La interpretacion de un histograma se simplifica si todos los intervalos de clase tienen

Tema 12. Estadistica Descriptiva L.
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el mismo tamafio, ya que entonces las alturas de los rectdngulos del histograma son
proporcionales a las frecuencias absolutas o relativas.

* La funcién de distribucién acumulada sélo se puede utilizar para variables continuas.

* Un gréfico de tarta resume las observaciones de una variable discreta (nominal, ordinal o
variable continua agrupada). Solo es util si la cantidad de valores diferentes (categorias)
es pequefia. Debe tenerse en cuenta que el drea de cada sector no es proporcional a la
frecuencia absoluta de la categoria correspondiente; sin embargo, el 4ngulo del sector si es
proporcional a la frecuencia relativa de la categoria.

* Otras posibilidades para visualizar la distribucién de variables son, por ejemplo, los
diagramas de caja y los diagramas estratificados.

* Se han expuesto algunas de las representaciones mas cldsicas; hoy en dia, el avance de las
técnicas informdticas hace que con frecuencia los diagramas de barras y de sectores sean
sustituidos por dibujos de tamafios proporcionales a las frecuencias, donde los dibujos son
alusivos a la variable que se esta representando.
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Estadistica descriptiva II. Medidas de sintesis de una distribucion de fre-
cuencias. Medidas de posicion. Media aritmética, geométrica y armonica.
Calculo de las mismas y propiedades. Aplicaciones.

13.1 Estadistica descriptiva II

En general, toda variable se puede resumir de tres formas distintas. En el Capitulo 12 se proponen
dos de ellas, a saber, el uso de tablas estadisticas, y la construccion de diferentes tipos de gréficos.
En este capitulo se presentan una serie de medidas resumen, que se corresponden con pardmetros
o estadigrafos, dependiendo de si se trata con poblaciones o con muestras, y que sirven para
representar el posicionamiento de los datos. Son las llamadas medidas de posicién.

Los tres tipos mencionados de presentacion de datos pueden ser elegidos de forma excluyente o
complementaria, incluso los tres simultdineamente. No obstante, cada tipo de variable tiene sus
propias particularidades.

13.2 Medidas de sintesis de una distribucion de frecuencias

La frecuencia (absoluta) es el niimero de veces que una caracteristica o valor se repite en un
conjunto de datos. Una distribucién de frecuencias es la presentacion ordenada de los valores
de una o mds variables acompafiados de sus respectivas frecuencias (absoluta y relativa). Las
distribuciones o tablas de frecuencias permiten resumir los datos en una tabla que recoge:

¢ valores de la variable o modalidades del atributo,
* frecuencia absoluta o niimero de veces que aparece cada valor o modalidad en la muestra,

* porcentaje de veces que aparece cada valor de la variable o modalidad del atributo sobre el
total de observaciones,

* porcentaje valido calculado sobre el total de observaciones excluidos los valores missing o
valores perdidos,

 porcentaje acumulado hasta cada uno de los valores de la variable ordenados de menor
a mayor. Este porcentaje tiene interpretacion sélo en los casos en que la variable sea
susceptible de medida por lo menos en una escala ordinal.

Atendiendo a la naturaleza de la variable, se puede diferenciar entre distribuciones de frecuencia
relativas a:

* Datos categoricos: variables ordinales y nominales.

* Distribuciones de frecuencias numéricas: series simples y series agrupadas.
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13.2.1 Distribucion de frecuencias de variables cualitativas

Cuando se tratan variables en escala nominal, se recomienda presentar las frecuencias en orden
decreciente.

Ejemplo 13.1.

En este ejemplo se dispone de una variable Especialidad relativa a los cargos concretos de ciertos
sanitarios. Se conoce el numero de especialistas de cada tipo de los considerados, representados
mediante la frecuencia absoluta. En este caso, como se trata de una variable nominal, para
facilitar la comprension de la distribucion de frecuencias, es conveniente presentarlas por orden
descendiente, mostrando en primer lugar el valor (especialidad) que mds ocurrencias tenga. En
este caso, Ocupacion=Médico.

.. Frecuencia | Frecuencia .
Ocupacion ] Porcentaje
absoluta relativa
Médico 224 0.338 33.8
Obstetra 194 0.293 29.3
Tecnélogo 131 0.198 19.8
Enfermero 67 0.101 10.1
Nutricionista 47 0.0071 7.1

Total 663 1.00 100

Por otra parte, al tratar con variables en escala ordinal, lo recomendable es presentar las
frecuencias en el orden de la jerarquia de la variable en cuestion.

Ejemplo 13.2.

En este ejemplo se considera una encuesta de satisfaccién, cuyos participantes han respondido
con las opciones Muy buena - Buena - Regular -Mala - Muy mala. Se dispone de la cantidad
de respuestas de cada tipo, representada mediante la frecuencia absoluta. En este caso, como
la variable Opinion es gradual, se puede ordenar, por lo que es conveniente presentar los datos
atendiendo a este orden. En este caso, el primer valor presentado seria Muy buena.

. Frecuencia | Frecuencia .
Opinién . Porcentaje
absoluta relativa

Muy buena 35 0.179 17.9
Buena 73 0.372 37.2
Regular 58 0.296 29.6
Mala 23 0.117 11.7
Muy mala 7 0.036 3.6
Total 196 1.00 100

Tema 13. Estadistica descriptiva II.
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13.2.2 Distribucion de frecuencias de variables cuantitativas

A la hora de tratar con variables cuantitativas, distinguiremos entre series simples y series
agrupadas, cuando los datos estan agrupados de alguna manera.

Cuando se trata de series simples, para cada valor de la variable se presenta su frecuencia. Esto
es factible cuando no hay muchos valores distintos. En este escenario, las frecuencias deben
presentarse en el orden de los valores de la variable. También podrian presentarse las frecuencias
acumuladas.

Ejemplo 13.3.

En este ejemplo, se considera la cantidad de habitaciones que tienen ciertas viviendas. Se mide
cudntas viviendas de cada tipo hay, entendiendo por tipo la cantidad de habitaciones. En la
siguiente tabla, se presenta, para cada tipo de vivienda, la frecuencia absoluta, la frecuencia
acumulada (por ejemplo, frecuencia de viviendas con 3 habitaciones o menos), y los respectivos
porcentajes respecto del total de viviendas analizadas.

Nuamero de | Frecuencia Frecuencia . | Porcentaje
o Porcentaje

habitaciones | absoluta | abs. acumulada acumulado

1 31 31 26.5 26.5

2 59 90 50.4 76.9

3 16 106 13.7 90.6

4 9 115 7.7 98.3

5 2 117 1.7 100.0

TOTAL 117 100.0
Ejemplo 13.4.

En este ejemplo se considera la cantidad de jovenes de cada edad que forman parte de una aso-
ciacion. En la siguiente tabla se presentan las distintas categorias y su frecuencia absoluta.

Edad | Frecuencia absoluta | Porcentaje
16 23 6
17 30 8
18 38 10
19 49 13
20 58 15
21 51 13
22 39 10
23 33 9
24 30 8
25 19 5
26 8 2
27 8 2

Tema 13. Estadistica descriptiva II.
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El ejemplo anterior es un caso de variable en la que no es conveniente mostrar todos los
valores, por ser estos demasiados. Asi, cuando hay multiples valores diferentes en una variable
cuantitativa, lo ideal es presentar una distribucién agrupada de las frecuencias.

En escenarios de este tipo, los valores de una variable cuantitativa se agrupan en intervalos de
clase. Para cada intervalo, se presenta su frecuencia, porcentaje, y en ocasiones, la frecuencia
acumulada. En este caso, las frecuencias deben presentarse en el orden de los intervalos de
clase.

Existen multiples técnicas estadisticas para definir los intervalos de clase, aunque no resultan
especialmente relevantes. Se recomienda definir los intervalos atendiendo a criterios que se
ajusten a la realidad de la situacidn abordada.

Ejemplo 13.5.
En este caso, se presentan los datos del ejemplo anterior acerca de las edades de los jovenes, de
manera agrupada, considerando distintos intervalos de edad.

Edad | Frecuencia absoluta | Porcentaje
16-19 140 36.3
20-24 211 54.7
25-27 35 9.0
TOTAL 386 100.0

13.3 Medidas de posiciéon

Una tendencia humana natural es hacer comparaciones con el promedio. Por ejemplo, un
estudiante que obtenga un 6 %, en un examen estard contento con el resultado si el promedio
de la puntuacion de la clase es del 3 %. Sin embargo, si la puntuacion promedio de la clase es
del 9%, la nota de este estudiante “no serd buena” en relacion con la media, incluso aunque
obtuviera un 7 %. Algunos otros ejemplos del uso del promedio son en el cdlculo de la altura
corporal media, la temperatura media en cierta ciudad, la carrera solicitada, la nota media en la
Evau, el programa de television mas popular de una franja horaria o el ingreso promedio de cierto
grupo de trabajadores. Existen varios conceptos estadisticos que se refieren al “promedio” de los
datos. La eleccion correcta de cudl de ellos considerar depende de la naturaleza y escala de los
datos, asi como del objetivo del estudio. Las funciones estadisticas que describen el promedio o
la tendencia central se conocen como medidas de posicién. Las medidas de posicion son valores
que permiten dividir el conjunto de datos en partes porcentuales iguales y se usan para clasificar
una observacion dentro de una poblacién o muestra. Estos indicadores estadisticos permiten
resumir los datos en uno solo, o dividir su distribucién en intervalos del mismo tamafio. Se puede
considerar, informalmente, que las medidas de posicién sirven para “dividir” y “medir”. De esta
forma, unos resumirén los diferentes valores en uno que, en este caso, sea representativo. Por
ejemplo, un promedio. Mientras los otros dividirdn el conjunto de los datos en partes iguales,
mas sencillas de interpretar; estariamos hablando de los cuantiles.

El célculo de las medidas de posicion es una parte muy importante de cualquier estudio estadistico.
Obtener estas medidas es el primer paso que se ha de dar en un andlisis descriptivo.

Tema 13. Estadistica descriptiva II.
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Cuando se quiere conocer informacion sobre un fendmeno, hay que empezar haciendo una
recopilacion de los datos. Sin embargo, los datos por si mismos, no aportan informacion relevante,
lo que hace imprescindible un anélisis de los mismos. Las medidas de posicion, junto con las de
dispersion, facilitan la agrupacién y codificacion de los datos.

Estas medidas constituyen el conocimiento principal y basico en estadistica. Si no se afianzan
conceptos como el promedio, es complicado entender nociones mas complejas como lo son la
regresion o el contraste de hipétesis.

En este tema se hablard de medidas de posicidn centrales, medidas que permiten resumir la
distribucién de los datos en un solo valor central, alrededor del cual se sitian. En concreto, se
introducen la media aritmética, la media geométrica y la media armoénica. Son tres medidas
centrales que nos indican un promedio ponderado de los datos. La primera es la més utilizada
y la mds conocida de las tres. La geométrica se aplica en series que muestran crecimientos
porcentuales. Por su parte, la arménica es util en el andlisis de inversiones en bolsa.

En temas posteriores se hablard de otras medidas de posicidn central robustas, como la mediana,
y la moda, y de medidas de posicion no central, conocidas como cuantiles.

13.3.1 Media aritmética

Existen muchos tipos de media y la més conocida es la media aritmética. Sin embargo, la idea
general se mantiene en todos ellos: conocer el valor “promedio”. Al ser una medida de tendencia
central, lo que se pretende mediante el cdlculo de la media aritmética es aportar informacion
sobre el centro de todos los valores considerados.

Se considera una variable de tamafio n que toma los valores x1,x3,...,x,. La media aritmética
de estos datos se define como

S | =

X

Y 5 (13.1)
=1

donde

* n: Representa el nimero total de observaciones. Por ejemplo, si se conoce el peso de 10
manzanas individuales, n = 10.

* X: La variable X es aquella sobre la que se calcula la media aritmética. En este caso seria
el peso de las manzanas.

* /:indexa cada observacion. En este ejemplo, se podria asignar una etiqueta a cada manzana,
la manzana 1, la manzana 2, etc.

De manera “informal”, a veces al resultado obtenido mediante la ecuacion (13.1) se le llama
promedio. Es el resultado de sumar el valor de la variable para todos los individuos y dividir por
el total de individuos.

Para calcular la media aritmética de un conjunto de datos, es necesario disponer de los siguientes
valores:

Tema 13. Estadistica descriptiva II.
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Intervalos de clase a; | aj =ey—e) |ax=e1—ex | ... | qp=¢€r1—¢
Frecuencia absoluta n; ni no ... ny
Frecuencia relativa f; fi §i o Jx
donde ay,as,...,aq; son k intervalos, de manera que el intervalo a; contiene n; observaciones,

siendo n = YX_ ny. La frecuencia absoluta de la clase j-ésima es f; = %, y XYoo fe=1.

. . ej_1—e;j .
El valor medio de la clase j se define como m; = -~ 12 L, que se corresponde con la media del

extremo superior y el extremo inferior, y se denomina la marca de clase.

La media aritmética ponderada es una medida de tendencia central, cuya consideracion resulta
apropiada cuando en un conjunto de datos cada uno de ellos tiene una importancia relativa
(o peso) respecto de los demds datos. Para calcular la media aritmética ponderada en datos
agrupados se utilizan las marcas de clase m; previamente calculadas:

n

~ 1 i
xX=- Z npmy = Z fomy (13.2)
= =1

Ejemplo 13.6.
Se consideran las temperaturas medidas en una ciudad durante el mes de mayo de 2020.

22, 24, 21, 22, 25, 26, 25, 24, 23, 25, 25, 26, 27, 25, 26,
25, 26, 27, 27, 28, 29, 29, 29, 28, 30, 29, 30, 31, 30, 28, 29

La temperatura media del mes de mayo, calculada como la media aritmética de los valores

obtenidos es

~ 224244214224+ ---4+314+30+4+28+29
X =
31

=26,48°C

Continuando con el mismo ejemplo, se supone que las distintas temperaturas estdn resumidas en
distintas categorias como sigue:

Intervalos de clase a; | <20 | (20,25] | (25,30] | (30,35] | >35
Frecuencia absolutanj | ny =0 | np =12 | n3=18 | ny=1 | ns=0
Frecuenciarelativaf; | f1=0| /= % fz= % fa= % f5=0

Estos valores permiten calcular la media aritmética ponderada:

k
12 18 1
¥ — 04+ 242254 — 275+ — £32.54+0=257
X 2¥WW TR VIR VIR e ’

Tema 13. Estadistica descriptiva II.
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Es interesante observar que los resultados de la media y la media ponderada difieren. Esto es
porque se ha usado el valor medio de cada clase como una aproximacion de la media dentro de
la clase. Esto serfa correcto ante una asuncién en general de distribucién uniforme de los valores
dentro de los intervalos, suposicion que no se cumple. Si se conociera la media en cada clase, xy,
como en este ejemplo, el resultado correcto se obtendria como:

k 12 18 1
Z WX = O+—1*238333+3—1*28+3—1*325+0 26,48387

Sin embargo, la media ponderada estd destinada a actuar como una estimacion de la media
aritmética en aquellos situaciones en las que s6lo se dispone de datos agrupados. De hecho, en
general se utiliza para obtener una aproximacion de la media “real”. La diferencia entre una y
otra se conoce como el error debido al agrupamiento

Propiedades de la media aritmética

1. La media aritmética solo se puede calcular para variables numéricas o variables cualitativas
dicotomicas codificadas como 0 y 1. En este caso, la media representa la frecuencia relativa
de la categoria codificada como 1.

2. Un conjunto de datos numéricos sélo tiene una media.

3. La media es un parametro sensible a la presencia de valores muy separados del resto de
datos. Por ejemplo, la serie de valores, 1, 1, 2, 3, 3,5, 7, 8, 8, 50 posee un valor extremo
que es el 50. La media aritmética calculada con los 9 primeros valores es 4,2, lo que
constituye un valor central razonable. Por el contrario, si se considera también el dltimo
valor, la media aritmética resulta ser 8,8, que es un valor muy poco indicativo del conjunto,
pues estd muy influido por ese valor extremo.

4. La suma de las desviaciones de cada variable alrededor de la media aritmética es cero

n n
Z(xE—fc'):ZXg—nf:nf—nf:O. (13.3)
=1 =1

Por tanto, la media es el centro de gravedad de la distribucién de la variable.

5. Si los datos se transforman linealmente como y; = a + bx;, siendo a y b dos constantes
conocidas, entonces se cumple:

n

Z _i (a+bx;)) = Za+ ng—aerx (13.4)

:
3

Por tanto, los cambios de escala y origen en la variable cambian proporcionalmente y
trasladan, respectivamente, a la media.

Tema 13. Estadistica descriptiva II.
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6. La media aritmética de los cuadrados de las desviaciones de los valores de la variable con
respecto a una constante cualquiera se hace minima cuando dicha constante coincide con
la media aritmética.

7. Lamedia aritmética estd comprendida entre el valor maximo y el valor minimo del conjunto
de datos:

n

min{xy,x,...,x,} < < min{x,x2,...,X,}

8. La media no tiene por qué ser igual a uno de los valores de los datos, ni siquiera de su
misma naturaleza: datos enteros pueden tener una media decimal.

9. La media es una representacion de los datos a partir de los que ha sido calculada, es decir,
es un nimero que distingue un grupo de datos de otros (aunque es importante tener en
cuenta medidas de dispersion para diferenciar grupos de datos con la misma media). En
otros términos existe al menos un dato que es mayor o igual que la media aritmética.

Ejemplo 13.7.

Se retoma el ejemplo anterior acerca de las temperaturas en el mes de mayo. Estos datos se
han medido en grados Celsius. Sin embargo, si quisieran mostrarse en la escala Fahrenheit, se
podria llevar a cabo una transformacion lineal para crear una nueva variable que represente la
temperatura como:

F°=32+18+C

Por tanto,

F=a+br¥=232+1,8%2648 =79,7°F

es el promedio de la temperatura de mayo en grados Fahrenheit.

Ejemplo 13.8.

En este ejemplo se plantea el cdlculo de la media aritmética en una variable discreta. Se quiere
calcular la media de edad de un conjunto de alumnos. Se afiade a la tabla de frecuencias absolutas
la columna con el producto de cada valor de la variable por su frecuencia.

Tema 13. Estadistica descriptiva II.
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Valores Frecuencia xif;
absoluta

12 9 108
13 25 325
14 27 378
15 16 240
16 12 192
17 8 136
18 3 54

TOTAL | N=100 1433

o Linif; _ 1433
Y.fi 100

La media de edad de los alumnos del centro entrevistados es de 14,33 afios.

= 14,33

Aplicaciones de la media aritmética

Una de la aplicaciones importantes de la media aritmética es la de combinarse con medidas
como la mediana y la moda para hacer comparaciones y analizar algunas distribuciones. La
media aritmética tiene innumerables usos diferentes, muchos de ellos relacionados con aspectos
de la vida cotidiana, como por ejemplo obtener promedio de una poblacién a través de varios
afios; en las tablas financieras de interés compuesto y cuando se quiere dar importancia a valores
pequeiios. La progresion en el sistema educativo y la evaluacion se basan en la media, el acceso
a las titulaciones universitarias, los repartos econémicos de los organismos internacionales, la
consideracion de los niveles de pobreza de los paises, la presencia de obesidad o no en las
personas, la rentabilidad de los activos financieros, etc.

Cuando tenemos que resumir un conjunto de datos numéricos es muy frecuente utilizar la media
aritmética. La media aritmética o promedio destaca por representar el reparto equitativo, el
equilibrio, la equidad. Es el valor que tendrian los datos, si todos ellos fueran iguales. O, también,
el valor que corresponderia a cada uno de los datos de la distribucién si su suma total se repartiera
por igual.

13.3.2 Media geométrica

Otra de las medidas de posicidn que se considera es la media geométrica. La media geométrica
se calcula como un producto conjunto, habitualmente el de todos los valores de la media. De
modo que si uno de ellos fuera cero, el producto total seria cero. Por ello, se debe tener en cuenta
siempre que, a la hora de calcular la media geométrica, se deben considerar nimeros que sean
tinicamente positivos.

Se consideran n observaciones de una variable cuantitativa, xi,x»,...,X,, todos los valores

Tema 13. Estadistica descriptiva II.
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positivos. La media geométrica de estos datos, X, se calcula como

(13.5)

donde

* n: Es el nimero total de observaciones. Por ejemplo, si se conoce el crecimiento de los
beneficios de una empresa durante 4 periodos, n = 4.

* X: La variable X es aquella sobre la que se calcula la media geométrica. Siguiendo el
ejemplo anterior, el crecimiento de los beneficios estard expresado en porcentaje y serd la
variable X.

* i: indexa cada observacion. En este ejemplo, se le puede asignar un nimero cada periodo.
Un 1, al periodo 1, un 2 al periodo 2, etc. De manera que x; es el crecimiento de los
beneficios en el periodo 1, x; el crecimiento de los beneficios en el periodo 2, x3 el
crecimiento de los beneficios en el periodo 3 y x4 el crecimiento de los beneficios en el
periodo 4.

Ejemplo 13.13.9.

Se conocen los siguientes resultados de una empresa. La empresa ha generado un 20% de
rentabilidad el primer afio, un 15 % el segundo afio, un 33 % el tercer afio y un 25 % el cuarto
afno. Lo facil, en este caso seria sumar las cantidades y dividir entre cuatro. Sin embargo esto
no es correcto. Para calcular la media de varios porcentajes debemos hacer uso de la media
geométrica.

X6 =+v/121,151,331,25 =123

El resultado es 1,23, que expresado en porcentaje es un 23 %. Lo que quiere decir que en
promedio, cada afio la empresa ha ganado un 23 %. Dicho de otra forma, si cada afio hubiese
ganado un 23 %, hubiera ganado lo mismo que ganando un 20% el primer afio, un 15% el
segundo, un 33 % el tercero y un 25 % el tltimo aio.

Si las rentabilidades fueran negativas, no se pondrian nimeros negativos en el calculo de la media
geométrica. En su lugar, se incorporarian valores < 1 que representen la misma situacion. Por
ejemplo, si la rentabilidad es del —20 %, el nimero a considerar seria 0,80. Si la rentabilidad es
del —5 %, el numero a multiplicar seria 0,95. En conclusion si las rentabilidades son positivas, a
uno le sumamos el porcentaje en tanto por uno. Mientras que, si las rentabilidades o porcentajes
son negativos, a 1 le restamos el porcentaje en tanto por uno.

Ademas del uso de la media geométrica para formalizar porcentajes, esta media juega un papel
importante en los andlisis relativos al producto de observaciones, como por ejemplo, al observar
cambios porcentuales en cantidades. Es recomendada para datos de progresion geométrica, para
promediar razones, interés compuesto y nimeros indice. Su interpretaciéon y uso se pueden
entender como el crecimiento promedio de una cantidad, en el sentido de que existe un valor

Tema 13. Estadistica descriptiva II.
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inicial, como una cierta cantidad de dinero o una poblacion particular, que cambian con el tiempo
sobre este valor inicial. En el instante ¢, este valor podria haber cambiado, y por tanto pasaria a
ser denotado como By, parat = 1,2,...,T. Larelaciéon de B; y B;_; se llama ¢-ésimo factor de
crecimiento, y se calcula como

By

Xt

Por otra parte, el ratio de crecimiento se calcula como

re = ((x; —1)%100) %

El ratio de crecimiento proporciona una idea acerca del crecimiento o decrecimiento del valor de
interés en el instante ¢. Todos estos conceptos se resumen en la Tabla 13.1.

Instante | Inventario | Factor de crecimiento | Ratio de crecimiento
t B Xt It
0 By - -
1 B, x; = gL ((x1 — 1) % 100) %
2 B, X =2 ((x2 — 1) % 100) %
T Br xr =gk ((x7 —1)%100) %

Tabla 13.1: Elementos media geométrica

Para cada instante t = 1,2,..., T, B; se puede calcular utilizando el factor de crecimiento:

B; = By Xy %X %+ %X

El factor de crecimiento promedio de By a By es la media geométrica, o media geométrica de los
factores de crecimiento:

B B
xG:c/xl*xz*.--*xTz(f/ e =g (13.6)

Por tanto, en el instante ¢, B; se puede calcular como B; = By * )_ctG

Ejemplo 13.10.

Se supone que alguien quiere depositar dinero en un banco, por ejemplo, 1000 €. El asesor
bancario propone un plan de ahorro a 5 afios con el siguiente plan de intereses: 1 % en el primer
afo; 1,5 % en el segundo afio; 2,5 % en el tercer afio, y 3 % en los ltimos 2 afios. Al cliente le
interesaria calcular el factor de crecimiento promedio y la tasa de crecimiento promedio del dinero
invertido. El concepto de media geométrica puede ser utilizado de la siguiente manera:

Tema 13. Estadistica descriptiva II.
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Aiio € Factor de crecimiento Tasa de crecimiento (%)
0 1000 - -
1 1010 1.01 1.0
2 1025.15 1.015 1.5
3 1050.78 1.025 2.5
4 1082.30 1.03 3.0
5 1114.77 1.03 3.0

En este caso, la media geométrica se calcula como

T = (1,01 51,015 1,025 1,03 1,03)5 = 1,021968

Este valor de la media geométrica significa que habrd un crecimiento promedio de alrededor del
2,2 % por afio. Asi, los ahorros después de 5 afios se pueden calcular como

1000 = 1,021968% =1114,77€
Se puede observar que la media geométrica permite comparar facilmente dos planes de ahorro
con diferentes estrategias de crecimiento.

Propiedades de la media geométrica

1. Ellogaritmo de la media geométrica es igual a la media aritmética de los logaritmos de los
valores de la variable.

2. La media geométrica de un conjunto de nimeros positivos es siempre menor o igual que
la media aritmética:

(xlxz..,_xn>% §x1+x2+...+xn

n

La igualdad s6lo se alcanza si x; = xp = -+ = x;,.

Una caracteristica de la media geométrica es que considera todos los valores de la distribucion.
Ademds, es menos sensible que la media aritmética a los valores extremos. Sin embargo, tiene
la desventaja de que, ademads de que su cdlculo no es trivial, su significado estadistico e inter-
pretacion resultan menos intuitivos que los de la media aritmética. Por otra parte, es importante
tener en cuenta que si hay un valor x; = 0, entonces la media geométrica se anula o no queda
determinada.

El cdlculo de la media geométrica sélo es relevante si todos los nimeros son positivos. Como se
ha mencionado, si uno de ellos es 0, entonces el resultado es 0. Si hubiera un nimero negativo
(o una cantidad impar de ellos) entonces la media geométrica seria o bien negativa, o bien
inexistente en los nimeros reales.

Tema 13. Estadistica descriptiva II.
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Al igual que con la media aritmética, la media geométrica también se puede calcular de manera
ponderada, introduciendo pesos como valores multiplicativos para cada uno de los valores, con
el fin de ponderar o hacer pesar més en el resultado final ciertos valores. En la media geométrica,
los n pesos considerados, o;,i = 1,2,...,n, se introducen como exponentes:

1
n YR 1
)_CG — ng[ — (x?tl *X(sz koo *X}?") o+ ++op, (137)
(=1

Aplicaciones de la media geométrica

Algunas de las aplicaciones mds tipicas de la media geométrica estan relacionadas con la
geometria en los siguientes casos:

* La altura de un tridngulo rectingulo cumple & = /mn, siendo m y n las proyecciones de
los catetos sobre la hipotenusa. Entonces, la altura es la media geométrica de los tamafios
de las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa.

* Un cateto b cumple b = \/ma, siendo m su proyeccion y a la hipotenusa del tridngulo
rectdngulo.

» Latangente ¢ a una circunferencia t = v/sk, s es secante y k la parte interna.

* El lado de un cuadrado equivalente a un rectdngulo es la media geométrica de los lados de
este.

* El radio de un circulo equivalente a una elipse es la media geométrica de los semiejes de
ésta. Lo mismo el caso de la esfera con el elipsoide.

* El lado (arista) d de un cubo equivalente a un ortoedro de lados a, b, c es d = vabc?

La media geométrica también aparece con asiduidad en problemas relativos a balanzas y pesas:
en problemas relativos a crecimientos proporcionales, andlisis en ciencias sociales, cdlculos de
relaciones de aspecto y coeficientes de tonalidad.

13.3.3 Media armoénica
La media arménica se define como el reciproco de la media aritmética de los reciprocos.

La media armdnica se usa tipicamente siempre que hay diferentes valores x; que contribuyan a la
media cada uno de ellos con un peso diferente, w;. Implicitamente, esto conduce a la asuncion de
que el peso asignado de cada x; es distinto de uno. Asi, dados k valores x1,x2,...,x;, la media
armonica puede calcularse como

- Wi +wa+ -+ wg z’gzlw k k
xH:ﬂ+ﬂ+...+ﬂzzk we 1: 1 1 (13.8)
X1 X2 Xk =1 x,

k
ZE:IX_ — 4 —
14 X1 Xk
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Por ejemplo, al calcular la velocidad media al recorrer una distancia n, cada peso se relaciona
con la distancia recorrida en cada tramo n;, a velocidad x;. Usando como factor de peso w; = %,

yYwe=Yy %, la media arménica puede calcularse como

Ejemplo 13.11.
Un inversor compr6 acciones por valor de 1000€ durante dos meses. El precio de una accion fue
de 50€ en el primer mes, y de 200€ en el segundo. ;Cual es el precio medio de compra de una

accion? El nimero de acciones compradas en el primer mes es 1280 20. El namero de acciones

compradas en el segundo mes es 12%0(? = 5. El ndmero total de acciones compradas es, por tanto,

2045 =25, y la inversion total es de 2000€. Es evidente que el precio medio de compra es
% = 80€. De hecho, este es el valor de la media armodnica calculada como

1
== =380
05 , 05
50 T 200
siendo el peso de cada compra 7t = % =0,5. Si la inversién fue de 1200€ el primer mes,

y 800€ en el segundo mes, se podria usar la media arménica con pesos wi = %88 0,6y

Wy = 28&% = 0,4 para obtener el resultado.

Ejemplo 13.12.

Se supone que una familia realiza un viaje en automévil a un ciudad y cubre los primeros 100
kilémetros a 60km /h, los siguientes 100 kilémetros a 70km/h y los dltimos 100 kilometros a
80km/h. Calcular, en esas condiciones, la velocidad media realizada.

1
Xy = = 69,041 km/h

%(604_70 80)

Ejemplo 13.13.

Imaginemos que tenemos 4000€ para invertir en la accion ACME. No tenemos ni idea de qué
haré la accidn en el corto plazo, pero tenemos seguridad en ella de cara al largo plazo. Queremos
evitar, eso si, el ruido y el riesgo de comprar en maximos. Decidimos por lo tanto comprar una
parte a final de cada trimestre del afio.

Los precios de ACME a final de cada trimestre son:
* Trimestre 1: 8€.
* Trimestre 2: 4€.
* Trimestre 3: 5€.
* Trimestre 4: 10€.
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Si se calcula la media aritmética, el precio obtenido seria

_ 84445410

=7,75€
X 1 ,

Si se compran 1000<€ al final de cada trimestre, por un total de 4000€ se obtiene un total de 675
titulos como se puede observar:

* Trimestre 1: 1000€/ 8€=125 titulos

* Trimestre 2: 1000€/ 4€=250 titulos

* Trimestre 3: 1000€/ 5€=200 titulos

¢ Trimestre 4: 1000€/ 10€=100 titulos
TOTAL=125+250+200+100=675

Si se hubieran comprado a precio medio, tendriamos %O%JE = 592 titulos, menos de los 675

que, efectivamente, estdn en cartera. Por lo tanto hemos comprado a un precio inferior al precio
medio: 5,92€, valor que coincide con la media armdnica.

4
Xy = = - =592€
+1i41

Ejemplo 13.14.
Se propone otro ejemplo relacionado con el cdlculo del PER de una cartera, considerando las
acciones ACME y EMCA:

* ACME. Precio=10€; beneficio por accién: 1€; por lo tanto, PER=¥ =10.
* EMCA: Precio=8€; beneficio por accién: 2€; por lo tanto, PER=% =4,
¢ PER medio:

— Media aritmética: x = LZH =4
. < - .= _ sumade precios de las acciones __ 10+8 __
— Media arménica: xy = suma de beneficio por acciéon ~— 142 6

Propiedades de la media arménica

1. Lainversa de la media armonica es la media aritmética de los inversos de los valores de la
variable.
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2. Siempre se puede pasar de una media armonica a una media aritmética transformando
adecuadamente los datos.

3. La media armoénica siempre es menor o igual que la media aritmética, ya que para cualquier
numero real positivo x; > 0 se cumple

k Xp+- X

IN

Una de las ventajas de la media armonica es que considera todos los valores de la distribucion y
en ciertos casos, es mds representativa que la media aritmética. Ademads, puede representar con
un valor muy pequefio el promedio de un conjunto de nimeros con valores muy grandes.

Por el contrario, tiene la desventaja de la influencia de los valores pequefios y el hecho de que no
pueda ser determinada en distribuciones con valores iguales a cero. Esto implica que su empleo
no sea aconsejable en distribuciones donde existan valores muy pequefios, ya que sus inversos
pueden aumentar mucho, haciendo despreciable frente a ellos la informacién de otros valores de
la variable en estudio que sean mayores. Ademads, se requiere una capacidad de cdlculo mayor
para obtener la media arménica que para calcular otras medidas de centralidad. Es importante
también tener en cuenta que no debe usarse para valores de una variable muy pequefios (cercanos
a0).

Aplicaciones de la media armoénica

El uso de la media arménica no estd muy extendido en el mundo cientifico. Esta medida se utiliza
principalmente para calcular la media de velocidades, tiempos o en electrénica.

También se utiliza en determinados problemas de fisica, de recuperacién de informacién, hidro-
logia, automovilistica y geometria.
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Estadistica descriptiva III. Medidas de posicién robustas. Mediana, mo-
da y cuantiles. Calculo de las mismas y propiedades. Aplicaciones.

Este tema estd elaborado como una adaptacién de la siguiente bibliografia:

Venancio Tomeo Perucha e Isafas Ufia Judrez (2009). Estadistica descriptiva. Madrid:
Ibergarceta Publicaciones

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacién.

14.1 Introduccion

En este capitulo vamos a estudiar las medidas de posicién robusta. A diferencia de la
media aritmética, que es la primera medida de posicién que se ensefia en los cursos de
estadistica, las medidas de posicion robustas ofrecen la ventaja de no ser sensibles a los
valores extremos de la variable.

Recordemos que la media aritmética es una medida de posicién central que nos sirve
para representar todos los datos. Sin embargo, la media es sensible a la presencia de
valores extremos. Por ejemplo, supongamos que analizamos los datos de la cotizacién
de las empresas durante el tercer trimestre del afio 2021 y entre las empresas que se
analizan: algunas se dedican a la venta de mascarillas (quirargicas, FFP2, FFP3...); otras
son tecnoldgicas (ofrecen servicios online); otras del sector restauracion; del sector de la
automocion; etc. Si no tenemos en cuenta las distintas agrupaciones por sector econé-
mico, es probable que tengamos valores extremos en nuestros datos. En este caso, la
media no seria representativa y seria preferible utilizar otras alternativas, como son las
medidas de posicién robustas. Podemos emplear la mediana, si deseamos continuar
con una medida de posicion central, o la moda y cuantiles, si deseamos utilizar otras
medidas.

La Figura 14.1 presenta la distribucion del efectivo en el Mercado Continuo en un dia
concreto.
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Figura 14.1: Histograma del Efectivo (Mercado continuo)

A la vista del histograma, una pregunta importante a responder es si la media puede
ser representativa de los datos. En caso negativo, ;qué alternativas tenemos?

Las medidas de posicién robustas se calculan para variables cuantitativas. Se pueden
aplicar en diversas dreas: economia, psicologia, medicina...

14.2 Mediana

La mediana de una distribucién es aquel ntimero tal que, ordenados los datos de forma
creciente (de menor a mayor), la mitad son inferiores a dicho valor (las observaciones
situadas a la izquierda) y la otra mitad son superiores (las observaciones situadas a su
derecha). La mediana se denota por M,.

Podemos considerar dos tipos de distribuciones cuando los datos no estdn agrupados:
una distribucién de frecuencias unitarias y una distribucion de frecuencias no unitarias.
El célculo de la mediana es diferente en cada caso.
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14.2.1 Distribuciones de frecuencias unitarias: nimero de observacio-
nes impares

En las distribuciones sin agrupar y /N impar, existe un tinico valor de la variable en el
centro de la distribucién, y este valor coincide con la mediana.

Ejemplo 1. Las temperaturas mds bajas registradas durante el mes de julio en Zaragoza,
en grados centigrados, son las siguientes:

Temperatura de Zaragoza

22
12
23
30
25

Si ordenamos los valores de la distribucién de menor a mayor, el diagrama en escalera
(o acumulativo) quedaria de la siguiente forma:

10

08

08

05

Fi

04

02

0.0
I

X

Figura 14.2: Diagrama en escalera de la temperatura en Zaragoza
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A la vista del diagrama anterior, observamos que el valor que deja a su izquierda al
menos el 50 % de las observaciones ordenadas es el 23. Es decir, la mediana es 23 grados
centigrados.

14.2.2 Distribuciones de frecuencias unitarias: nimero de observacio-
nes pares

En las distribuciones sin agrupar y N par, la mediana se define como la media aritmética
de los dos valores centrales de la distribucién:

T+ Tig

M.
2

Este es el criterio que se va a emplear para calcular la mediana. Pero es posible considerar
otros criterios como M, = z;, M. = x,41, u otro valor comprendido entre estos valores
anteriores.

Ejemplo 2. Los kilémetros recorridos por 6 corredores durante su entrenamiento para
un maratoén se presentan en la siguiente tabla:

Kilémetros recorridos

500
730
120
375
600
1000

Si ordenamos los valores de la distribucién de menor a mayor, el diagrama escalonado
presenta la siguiente forma:
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Figura 14.3: Diagrama en escalera de los kilémetros recorridos

La mediana viene representada por

500 + 600

M.
2

= 550 km.

14.2.3 Distribuciones de frecuencias no unitarias

Cuando la distribucién de frecuencias no es unitaria, primero, se construye la tabla
de frecuencias en la que aparezcan las frecuencias absolutas acumuladas (o relativas
acumuladas); segundo, se observa el primer valor de la variable para el cual la fre-
cuencia absoluta acumulada sea igual o superior a N/2 (o la frecuencia relativa igual o
superior a 0,5); y tercero, se calcula la mediana como en el caso de las distribuciones de
frecuencias unitarias, dependiendo de si N es impar o par.

Si N; es la primera frecuencia absoluta acumulada igual o superior a N/2, entonces

M, = x;, siN;_1 < ¥ < N,
M, =222 i N = &
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Ejemplo 3. Los metros recorridos por 20 lanzas en una competicién deportiva se pre-
sentan en la siguiente tabla:

Metros recorridos n; N;

100 7 7
102 5 12
105 8 20

La mediana es 102 metros. Ya que si nos fijamos en las frecuencias absolutas acumuladas,
7T< i =10<=12

Gréficamente, podemos observar que la mediana es 102 metros.

20
1

15

100 102 105

X

Figura 14.4: Diagrama en escalera de los metros recorridos

Ejemplo 4. Ahora supongamos que los metros recorridos por 24 lanzas en una competi-
cién deportiva se presentan en la siguiente tabla:
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Metros recorridos n; N;

500 7 7
505 5 12
511 12 24

La mediana es 508 metros. Si nos fijamos en las frecuencias absolutas acumuladas,
% = 12 y coincide con la frecuencia absoluta acumulada de N,. Por tanto, la mediana
es

505+ 511

M.
2

= 508 metros.

Graficamente, podemos observar que la mediana es 102 metros.

20

15

ZNi2=13

10

500 505 511

Xi
Figura 14.5: Diagrama en escalera de los metros recorridos

14.2.4 Distribucion de frecuencias agrupadas

En el caso de distribuciones de frecuencias agrupadas, el problema se resuelve buscando
el intervalo mediano. El intervalo mediano es el primer intervalo donde la frecuencia
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acumulada alcanza o sobrepasa N/2. Para precisar el valor de mediana en este tipo
de distribuciones, debemos suponer que la frecuencia correspondiente al intervalo se
distribuye uniformemente en la amplitud del intervalo y repartiendo proporcionalmente
se obtiene el valor de la mediana:

N
Me=1Liy + Ciz—Nlila
2
donde:
L;_ es el extremo inferior del intervalo mediano,
N;_1 es la frecuencia absoluta acumulada en el intervalo anterior al mediano,
n; es la frecuencia absoluta del intervalo mediano (también se puede calcular como
Ni — Ni_1),
¢; es la amplitud del intervalo mediano,
N es el numero total de datos.

Ejemplo 5. Una socorrista tiene que salvar a 24 mufiecos en el océano Atldntico. El
tiempo en minutos que ha tardado en rescatar a los mufiecos ha sido agrupado de la
siguiente forma:

Tiempo Mufiecos rescatados
[1,7) 4
[7,15) 7

[15, 25] 5

[25, 60] 8

Primero vamos a construir la columna de las frecuencias absolutas acumuladas:

Tiempo (L;_1,L;) Muifiecos rescatados (n;) N;
[1,7) 4 4
[7,15) 7 11

[15, 25) 5 16

[25, 60] 8 24

También podemos representar los datos de la tabla anterior mediante el poligono acu-
mulativo de frecuencias.
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24—

16+

b

Figura 14.6: Poligono acumulativo de frecuencias del tiempo de rescate

El intervalo mediano es [15, 25), puesto que 11 < § = 12 <= 16. Una vez identificado
el intervalo mediano podemos obtener el valor de la mediana del siguiente modo:

Tiempo (L;_1,L;) Mufiecos rescatados (n;) N; Amplitud (c;)
[1,7) 4 4 6
[7,15) 7 11 8

[15, 25) 5 16 10
[25, 60] 8 24 35

211
M, =15+ 10-2 = 17 minutos.

14.3 Moda

La moda de una distribucién es el valor de la variable con mayor frecuencia. La moda
se denota por M,. Para determinar la moda, se procede como se hizo con la mediana: se
distingue entre distribuciones de valores sin agrupar y agrupados.
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14.3.1 Distribuciones de frecuencias de valores sin agrupar

En las distribuciones de frecuencias de valores sin agrupar se calcula la moda fijandose
en el valor de la variable que mds se repite (es decir, el de mayor frecuencia). Para ello,
en la tabla de frecuencias nos fijamos en la columna de frecuencias absolutas. En este
tipo de distribuciones, la moda no tiene por qué ser tinica. Las distribuciones con més de
un valor modal se conocen como distribucién multimodal (hay otras denominaciones
especificas: bimodal, dos modas; trimodal, tres modas; etc.).

En las siguientes figuras se representan una distribucién unimodal y otra bimodal:

03 04
|

densidad
0.2
|

0.1

00

X1

Figura 14.7: Distribuciéon unimodal
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Figura 14.8: Distribucién bimodal

Ejemplo 6. Retomando los datos del Ejemplo 3, podemos representar el diagrama de
barras de los datos:
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10

ni

T T T T T T
100 101 102 103 104 105

b

Figura 14.9: Diagrama de barras de los metros recorridos

A la vista de las frecuencias absolutas, podemos comprobar que los metros recorridos
mas frecuentes son 105 metros. Es decir, la moda de la variable es 105 metros (maximo

n; 0 f3).

14.3.2 Distribuciones de frecuencias de valores agrupados

En el caso de distribuciones de frecuencias agrupadas, el problema se resuelve buscando
el intervalo modal. La moda se encontrara en el intervalo de mayor altura, que se
denomina intervalo modal. Para determinar la altura se calcula el cociente entre la
frecuencia absoluta y la amplitud. La moda se obtiene como

hi-i—l

M, = Lit + et
' hi—1 + hita

donde:

L;_; es el extremo inferior del intervalo modal,

h;_1 es la altura asociada al intervalo anterior al modal,
hit1 es la altura asociada al intervalo posterior al modal,
¢; es la amplitud del intervalo mediano.

La altura, h;, se calcula como el cociente entre n; y c;.
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Ejemplo 7. Retomando los datos del Ejemplo 5, el intervalo modal es [7, 15), puesto que
la altura maximo se produce en ese intervalo.Una vez identificado el intervalo modal
podemos obtener el valor de la moda del siguiente modo:

Tiempo (L;—1,L;) n; N; Amplitud (c;) Altura (h;)
[1,7) 4 4 6 0,667
[7,15) 7 11 8 0,875
[15, 25) 5 16 10 0,500
[25, 60] 8 24 35 0,229
0,500
M, = : = 10,42
¢ 7Jr80,667—%0,500 0,425,

Si representamos las alturas, observamos que el intervalo modal es [7, 15).

08

hi
04

0.0

b

Figura 14.10: Altura h; del tiempo de rescate

En el caso de que las alturas coincidan, la anterior y posterior a la modal, la moda es el
valor central del intervalo modal (es decir, la marca de la clase del intervalo modal). Si
la altura del intervalo anterior al modal es cero, la moda es L;. Si la altura del intervalo
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posterior al modal es cero, la moda es L,;_;. Cuando los intervalos de la distribucién
tienen la misma amplitud, podemos sustituir en el calculo de la moda la altura por la
frecuencia absoluta:

Nj+1
M, = Li 1 +c—
N1+ Ny

donde:

L;_; es el extremo inferior del intervalo modal,

n;_, es la frecuencia absoluta asociada al intervalo anterior al modal,
n;4+1 es la frecuencia absoluta asociada al intervalo posterior al modal,
¢; es la amplitud del intervalo mediano.

Ejemplo 8. Hallese la moda de la siguiente distribucion estadistica:

Li1,Li  ny
[1,5) 10
[5,9 20
[9,13) 27

[13,17) 5

[17,21] 15

Representamos el histograma de nuestros datos:
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Figura 14.11: Histograma de los datos

El intervalo modal es [9, 13), puesto que la frecuencia absoluta méxima se produce en
ese intervalo. Una vez identificado el intervalo modal podemos obtener el valor de la

moda como 5
M,=9+4—+ =9,8.
+ 5+ 20

El valor de la moda sera inferior, igual o superior a la marca de clase del intervalo
modal, dependiendo de si las alturas de los intervalos anterior y posterior al modal.
Sean I, el intervalo anterior al modal e I el intervalo posterior al modal, entonces

(a) Sila frecuencia absoluta (o altura) de I; es mayor que la frecuencia absoluta (o
altura) de I, M, < Marca de clase del intervalo modal.

(b) Sila frecuencia absoluta (o altura) de I; es igual a la frecuencia absoluta (o altura)
de I,, M, = Marca de clase del intervalo modal.

(c) Sila frecuencia absoluta (o altura) de I; es menor que la frecuencia absoluta (o

altura) de I, M, > Marca de clase del intervalo modal.

Si en nuestro ejemplo cambiamos las frecuencias absolutas de los intervalos anterior y
posterior al modal del siguiente modo
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Li—y,Li 1
[1,5) 10
[5,9) 5
[9,13) 27

[13,17) 20

[17,21] 15

Y representamos el histograma de los datos:

25

15

ni

10

X

Figura 14.12: Histograma de los datos (*cambios en n;)

El intervalo modal sigue siendo [9, 13), puesto que la frecuencia absoluta méxima se
produce en ese intervalo. Pero ahora el valor de la moda es:

20
M,=9+4—"" =122,
015

En este caso, la moda es superior a la marca de clase del intervalo modal (11).

Por dltimo, un procedimiento menos utilizado es calcular la moda encontrando la
parédbola que pasa por los puntos medios de las bases superiores de los rectangulos del
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histograma correspondiente al intervalo modal, al anterior y al posterior. La moda es la
abscisa de su vértice.

14.4 Cuantiles

De forma anéloga a la mediana, los cuantiles son aquellos valores de la distribucion
de la variable que dividen a la distribucién en £ partes, conteniendo cada una de
una de ellas la misma proporcién de observaciones (3), habiendo sido previamente
ordenados de menor a mayor los valores de la distribucién. En general, si dividimos
la distribucion en k partes, siendo k un valor entero positivo, C's es el cuantil de or-
den (), de tal forma que, al menos, el (; * 100) % de los valores de la variable seran
menores o iguales a este cuantil y, al menos, el (1 — 7) * 100 % de los valores de la
variable serdn iguales 0 mayores a este cuantil. En total, se obtienen (k — 1) valores de la
variable que contendran una proporcién de valores de (3 ). Por tanto, s = 1,2, ..., (k—1).

En el cdlculo de los cuantiles, se procede de forma andloga a la mediana, distinguien-
do entre datos sin agrupar (con N par o impar) y datos agrupados. Para datos sin
agrupar:

donde C: es el cuantil que se desea calcular y que contendra una proporcién de (3)
observaciones.

En el caso de datos agrupados, se procede a encontrar el primer intervalo donde
acumula al menos el (7 ) % observaciones. Para calcular el valor del cuantil, podemos
hacer la misma suposiciéon que en el caso de la mediana, donde hemos supuesto que la
frecuencia correspondiente al intervalo se distribuye uniformemente en la amplitud del
intervalo y repartiendo proporcionalmente se obtiene el valor del cuantil:

sN N
_ & Vi
% — Li—l + CG——

dondes=1,2,...,k— 1.

La familia de cuantiles mds utilizadas son los cuartiles, los deciles y los percentiles.
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14.4.1 Cuartiles

Los cuartiles son tres valores que separan la distribucién en cuatro partes iguales,
conteniendo cada una de ellas el 25 % de las observaciones. El primer cuartil es valor de
la distribucion tal que, al menos, el 25 % de los datos son iguales o inferiores a él y el
75 % restantes son, al menos, iguales o superiores. Se denota por ;. El segundo cuartil
es valor de la distribucién tal que, al menos, el 50 % de los datos son iguales o inferiores
a él. Se denota por ;. Como puede verse este valor coincide con la mediana. El tercer
cuartil es valor de la distribucién tal que, al menos, el 75 % de los datos son iguales o
inferiores a él y el 75 % restantes son, al menos, iguales o superiores. Se denota por Q)s.
En el calculo de los cuartiles, se procede de forma analoga a la mediana, distinguiendo
entre datos sin agrupar (con N par o impar) y datos agrupados. En este caso, k = 4y
s=1,2,3.

Ejemplo 9. Los kilémetros recorridos por 15 corredores durante su entrenamiento para
un maratén se presentan en la siguiente tabla:

Kilémetros recorridos n; N;
120 2 2
375 5 7
500 3 10
600 1 11
730 3 14
1000 1 15

El diagrama escalonado presenta la siguiente forma:
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120 375 500 600 730 1000

b

Figura 14.13: Diagrama en escalera de los kilémetros recorridos

El primer cuartil es 375 km, el segundo cuartil es 500 y el tercer cuartil es 730. Por
ejemplo, el primer cuartil nos indica que el 25 % de los corredores hacen un recorrido
igual o inferior a 375 km.

Ejemplo 10. Retomando los datos del Ejemplo 8, podemos calcular los tres cuartiles de
la distribucién:

Liv,Li n; N;

[1,5) 10 10
[5,90 20 30
[9,13) 27 57
[13,17) 5 62
[17,21] 15 77

También podemos representar los datos de la tabla anterior mediante el poligono acu-
mulativo de frecuencias.
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77

62
N*0,75

Z N5

304

N*0,25

10+

b

Figura 14.14: Poligono acumulativo de frecuencias de los datos

El intervalo del primer cuartil es [5,9), del segundo cuartil es [9, 13) y del tercer cuartil
es [13,17).
Si queremos saber cudl es el valor del primer cuartil, );, podemos obtenerlo como

177

Q=5+ 4—T2O — 6, 85.

14.4.2 Deciles

Los deciles son nueve valores que separan la distribucion en diez partes iguales, con-
teniendo cada una de ellas el 10 % de las observaciones. Se denotan por Dy, Dy, ..., Dy.
Por ejemplo, el primer decil es valor de la distribucién tal que, al menos, el 10 % de los
datos son iguales o inferiores a él y el 90 % restantes son, al menos, iguales o superiores.
En el cdlculo de los deciles, se procede de forma andloga a la mediana, distinguiendo
entre datos sin agrupar (con N par o impar) y datos agrupados. En este caso, k = 10y
s=1,2,...,9.

Ejemplo 11. Retomando los datos del Ejemplo 9, vamos a calcular los deciles de la
distribucion:
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Kilémetros recorridos n; N;
120 2 2

375 5 7

500 3 10

600 1 11

730 3 14

1000 1 15

El diagrama escalonado presenta la siguiente forma:

15

N*0,90

N*0,80

N*0,70 i

N*0,60

ZN*0,50

N*0,40

N*0,30

N*0,20

N*0,10

Figura 14.15: Diagrama en escalera de los kilémetros recorridos

El primer decil es 120 km; el segundo, tercer y cuarto decil es 375 km; el quinto y sexto
decil es 500; el séptimo decil es 600 km; y el octavo y noveno decil es 730 km. Por
ejemplo, el primer decil nos indica que el 10 % de los corredores hacen un recorrido

120 375

igual o inferior a 120 km.

Ejemplo 12. Retomando los datos del Ejemplo 8, podemos calcular los nueve deciles de

la distribucién:

500 600

X

730

1000
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Liv,Li n; N;

[1,5) 10 10
[5,90 20 30
[9,13) 27 57
[13,17) 5 62
[17,21] 15 77

También podemos representar los datos de la tabla anterior mediante el poligono acu-
mulativo de frecuencias.

77
N*0,90 /—.
N*0,80 /
N*0,70 /
N*0,60
Z N*0,50 /
N*0,40 /
N*0,30 /

N*0,20
10+ /
N*0,10

X

Figura 14.16: Poligono acumulativo de frecuencias de los datos

El intervalo del primer decil es [1,5); del segundo y tercer decil es [5,9); del cuarto,
quinto, sexto y séptimo decil es [9, 13); del octavo decil es [13,17); y del noveno decil es
son [17,21].

Si queremos saber cudl es el valor del primer decil, D;, podemos obtenerlo como

177

Dy =144~ — 4 08,
1 + 10 )
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14.4.3 Percentiles

Los percentiles son noventa y nueve valores que separan la distribucién en cien partes
iguales, conteniendo cada una de ellas el 1% de las observaciones. Se denotan por
Py, Py, ..., Py. Por ejemplo, el primer percentil es valor de la distribucién tal que, al
menos, el 1% de los datos son iguales o inferiores a él y el 99 % restantes son, al menos,
iguales o superiores. En el calculo de los percentiles, se procede de forma analoga a la
mediana, distinguiendo entre datos sin agrupar (con N par o impar) y datos agrupados.
Eneste caso, k =100y s =1,2,...,99.

Podemos establecer relaciones entre los cuartiles, deciles y percentiles, quedando de la
siguiente forma:

Dy = Py
Dy = Py
Q1= P
D3 = Ps
Dy = Py
Q2= D5 = P5o
Dg = Pso
D7 = Prg
Qs = Prs
Dg = Py
Dy = Py

Ejemplo 13. Retomando los datos del Ejemplo 9, vamos a calcular algunos percentiles
de la distribucién:

Kilémetros recorridos n; N;
120 2 2

375 5 7

500 3 10

600 1 11

730 3 14

1000 1 15
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El diagrama escalonado presenta la siguiente forma:

Q | ,7
& '—
Nog_
.
N*0,45
o
N
120 375 500 600 730 1000

Xi
Figura 14.17: Diagrama en escalera de los kilémetros recorridos
Pys = 375 km. P;; = 600 km. Por ejemplo, el cuadragésimo quinto percentil nos indica
que el 45 % de los corredores hacen un recorrido igual o inferior a 375 km.

Ejemplo 14. Retomando los datos del Ejemplo 8, vamos a calcular un percentil de la
distribucién:

Liv,Li n; N;

[1,5) 10 10
[5,9) 20 30
[9,13) 27 57
[13,17) 5 62
[17,21] 15 77

También podemos representar los datos de la tabla anterior mediante el poligono acu-
mulativo de frecuencias.
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77
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57+

304
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Figura 14.18: Poligono acumulativo de frecuencias de los datos

El intervalo del duodécimo percentil es [1,5). Si queremos saber cudl es el valor del
duodécimo percentil, D;, podemos obtenerlo como

12x77

Po=1+4109___ — — 4y .
12 + 0 , 696

Problema propuesto. Un economista desea analizar la cotizacién de un grupo de
empresas espafiolas. Para ello, se ha fijado en el precio de la accién en euros (X) y
el efectivo en miles de euros (Y') en una sesién del Mercado Continuo. Los datos se
presentan en la siguiente tabla:
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X n; Y n;
054 1 [2800, 5000) 3
30,7 6 [5000, 10000) 7
788 4 [10000, 15000) 6
1535 8 [15000, 25000) 4
2445 9 [25000, 40000) 7
5594 5 [40000, 70000) 3

13002 2 [70000, 100000) 3
[100000, 170000] 2

Se pide:
(a) (A qué valor méximo se cotizan las empresas del primer decil?
(b) ¢A qué precio se suele comprar la accién?
(c) ¢Cual es el efectivo mas frecuente?

(d) Uninversor quiere invertir en una cartera de acciones si la mediana del precio de
la accién no supera los 200. Ante una cartera como la de tus datos, ;qué hara el
inversor?

(e) Si el inversor prefiere los mercados donde el efectivo minimo del 20 % de las
empresas cotizadas supere los 70 millones de euros, ;qué hara ante un mercado
como el propuesto?

(f) No se disponen de los datos del volumen, pero se sabe que es el cociente entre el
efectivo y el precio de la accién. Haz una aproximacién del volumen mediano a
partir de las medianas calculadas en los apartados anteriores.

Por ultimo, se recomienda la lectura de otros libros de varios autores para ampliar
los conocimientos respecto de la materia estudiada (Bachero Nebot y col. 2006; Pefia
2001).
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Estadistica descriptiva IV. Medidas de dispersion. Recorrido, varianza y
desviacién tipica. Otras medidas de dispersion. Cdlculo de las mismas
y propiedades. Aplicaciones.

Este tema estd elaborado como una adaptacién de la siguiente bibliografia:

tomeo2009estadistica

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al érgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E1 INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

15.1 Introduccion

La dispersioén o variabilidad es una medida estadistica que mide la proximidad o lejania
entre los datos de una distribucion estadistica. En este sentido, si los valores de la
variable estdn préximos entre si, diremos que los datos presentan poca dispersion; y si
estan alejados, diremos que hay mucha dispersion.

Las medidas de dispersion se puede agrupar en dos grandes grupos: medidas de
dispersion absoluta y medidas de dispersion relativa.

Las medidas de dispersién absoluta mas utilizadas son:

* Rango o recorrido
e Varianza
* Desviacion tipica

Las medidas de dispersion relativa tienen la ventaja de que permiten comparar la dis-
persion o variabilidad entre varias distribuciones de frecuencias. Las mds comunes son:

e (Coeficiente de variacion

¢ Tipificacion de variables

Existen numerosas medidas de dispersion. Pero algunos son de uso infrecuente como,
por ejemplo, la desviaciéon media, la desviacién mediana, la MEDA, la desviacién
cuartilica y la desviacion percentilica 10-90.

1



15.1. Introduccién 2

Tomando de ejemplo la distribucion del efectivo en el Mercado Continuo en un dia
concreto, una forma de aproximarnos al calculo de la dispersién de una distribucién
es preguntarnos: ;cudl es la distancia de cada valor de la variable a la media? ;y a la
mediana? ;o cudl es la distancia entre el valor mas alto y el mas bajo?

La Figura 15.1 presenta la distribucion del efectivo en el Mercado Continuo en un dia
concreto y resalta algunos estadisticos.

Efectivo (miles de euros)
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Figura 15.1: Diagrama de caja y bigotes del Efectivo (Mercado continuo)

En la tabla siguiente se presentan algunas medidas de posiciéon de la variable.
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Estadistico Valor del Efectivo (en miles de euros)
Min. 2858
1 7691
Mediana 16167
Media 31375
Qs 37542
Max. 162571

A partir del diagrama de caja y de la tabla de estadisticos descriptivos, podemos res-
ponder a la cuestién de la variabilidad. Por ejemplo, fijdandonos en la distancia entre el
efectivo més alto y el més bajo.

Sin embargo, si quisiéramos comparar la dispersién de nuestra distribucién con otra
tomada en un dia distinto, ;podemos aprovechar la informacién de la tabla?. ;Qué
alternativas deberiamos utilizar?

15.2 Recorrido

El recorrido o rango de una distribucién es la diferencia entre los valores maximo y
minimo de la variable. Se denota por R. y viene expresado como

Re = Tmaz — LTmin-

Ejemplo 1. Las temperaturas més bajas registradas durante el mes de julio en Rabat en
grados centigrados, se presentan en la siguiente tabla:

Temperatura de Rabat

22
18
19
24
16

Para calcular el recorrido de la distribucion primero ordenamos los valores de la variable
de menor a mayor:

Tema 15. Estadistica descriptiva IV
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Temperatura de Rabat (z; ordenados)

16
18
19
22
24

La temperatura minima es de 16 grados centigrados y la méxima de 24 grados centigra-
dos. Por tanto, el recorrido es 8 grados centigrados. Se obtiene como

R, =24 — 16 = 8 grados centigrados.

15.3 Varianza

La varianza es una medida de dispersién que se define como la media aritmética de los
cuadrados de las desviaciones de los datos respecto a su media aritmética. Se denota
por S?, se obtiene como

g2 — Zf:l(xi - 5)2 * 1
I )

Si en la férmula anterior se desarrolla el cuadrado, podemos calcular la varianza co-
mo

k 2
g2 _ D i1 Ti XN _ g2
== )

El valor de la varianza sera siempre igual o superior a cero. Es decir, S > 0.

Las expresiones anteriores se pueden simplificar cuando los valores de las variables
sean todos distintos ya que sus respectivas frecuencias absolutas son iguales a 1 (es decir,
n; =1V 1 <1i < k), yk = N.Las expresiones anteriores quedarian de la siguiente
forma:

Ejemplo 2. Retomando los datos del Ejemplo 1, la varianza se puede calcular de las
siguientes formas:

Tema 15. Estadistica descriptiva IV
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Alternativa 1.

X

16
18
19
22
24

La media de la variable es 19,8 grados centigrados. Se obtiene como

SNz 99

= ~ 22 _19.3.
v N 5 )

Y la varianza es

(22 — 19,8)% + (18 — 19,8)? + (19 — 19,8)% + (24 — 19,8)? + (16 — 19,8)> % 16
5 e

Alternativa 2.

Para obtener la varianza construimos la columna de los valores de la variable al cuadra-
do:

2

T x;
16 256
18 324
19 361
22 484
24 576
S = 2001

N o
2 Zizl i o 2001 2
- B | — 8.16.
S N z 5 9,8 8,16

También puede obtenerse directamente como

222 418 + 197 4247 + 167 2001

52 — 19,82 = =" -19,8% =8, 16.
5 M 5 M ]
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Por tanto, la varianza de la temperatura en Rabat es de 8,16 grados centigrados al
cuadrado.

Cuando los datos estén agrupados, es necesario calcular previamente la marca de clase
para hallar la varianza.

Ejemplo 3. Un enfermero tiene que vacunar a 24 personas en una hora. Las personas
vacunadas en distintos tramos de tiempo se presentan en la siguiente tabla:

Tiempo Personas vacunadas
[1,7) 4

[7,15) 7

[15, 25] 5

[25, 60] 8

Primero vamos a calcular la marca de clase para calcular la media y la varianza:

Tiempo (L;_1, L;) Marca de clase (z;) n; Ti ¥ N,
[1,7) 4 4 16
[7,15) 11 7 77

[15, 25) 20 5 100
[25, 60] 42,5 8 340
N=24 S =533

La media es:

Sk aikm; 533
= L=l i T D00 99 2083,
7 + o ,2083

De forma directa:

Y mikm; Ax44+11%7420%5+425%8 533
_ 2= _ = —— =22,2083.
v N 24 24 , 2083

Alternativa 1.

Para obtener la varianza construimos la siguiente columna en la tabla:
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Tiempo (L;_1, L;) n; T %N (r; — T)2 * ng
[1,7) 4 1 16 (4 — 533/24)% 4 — 1326, 1736
[7,15) 1 7 77 (11 — 533/24)2 % 7 = 879, 3872
[15, 25) 20 5 100 (20 — 533/24) % 5 = 24, 3837
[25, 60] 25 8 340 (42,5 — 533/24)% + 8 — 3294, 0139
N =24 > =533 > =5523,9583

La varianza es:

k =)2
: i 7 2 )

Alternativa 2.

Para obtener la varianza construimos las siguientes columnas en la tabla:

Tiempo (L;—1, L;)  x; n; T kN, x? *ny
[1,7) 4 4 16 64
[7,15) 11 7 77 847
[15, 25) 20 5 100 2000
[25, 60] 42,5 8 340 14450
N=24 5 —533 5 — 17361

La varianza es:

24

@ _ LiatiEn 17361 (533
N 24

2
) = 230, 1649.
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@ |
o
©
(]
Media: 22,2083
= Varianza: 230,1049
<
[ ]
o
[ ]
@ |
o

X

Figura 15.2: Altura asociada al tiempo de vacunacién (h; = n;/c;)

Ejemplo 4. A la vista de los siguientes gréficos, ;qué variable presenta mayor disper-
sion?
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03 04 05
|

densidad
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10 Media 20 30

X1

Figura 15.3: X

Variable

Media

X4

15,0020 ||

40

50
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50

Tema 15. Estadistica descriptiva IV



15.3. Varianza

11
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densidad
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Figura 15.5: X3

Variable Media

| X3 150098 |

50
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13

04 05

densidad
023

02

01

0.0

-10 0

Solucién:

10 Media 20 30

X5

Figura 15.7: X5

Variable Media
| X 150011 ||
Variable Varianza
X, 2,2725
X, 6,3126
X3 49,490
X, 20,453
X5 0,7297

40

50

¢Son las distribuciones comparables? ;Qué se puede hacer en caso negativo? (Nota: véase

el coeficiente de variacion).

Tema 15. Estadistica descriptiva IV



15.3. Varianza 14

15.3.1 Desarrollo del cuadrado de la formula de la varianza

Dada la siguiente expresion

k _
52 — Zz’:1<xi - x)z * 1
N )

si se desarrolla el cuadrado, tenemos la siguiente expresion:

52:Z§:1(x?_2*f*xi+j2)*”i

N
S a2wn — 2%z wixn + 230 0y
_ 2ui= Vi ¥ i=1 i * T =1 _
N
koo k k
_ D sy Ti KN _Q*jzidxi*ni +j22i:1nz' _
N N N
S a2k,
D R R S T
===  _2%xI°+I° =
N
S a2k,
N

Por tanto,

k 2
g2 _ D1 T X1 _ 72
==y )

15.3.2 Cuasivarianza

Relacionado con la varianza, es posible calcular otro estadistico conocido como cuasiva-
rianza. Este estadistico tiene su utilidad en la inferencia estadistica. La cuasivarianza se
calcula como

k _
g2 _ 21:1(%' - x)g * My
N N -1 ’

alternativamente como

52 _ Zz]\il(xl — E)Q
N-1 N —1 .

Y su relacién con la varianza es la siguiente:
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15.4. Desviacion tipica 15

N
SJQV_l — mSQ

A partir de la relacién anterior, tenemos que S3,_; > S*.

Ejemplo 5. Retomando los datos del Ejemplo 1, la cuasivarianza es:

5
Sy = 1 *816=10,2.

15.4 Desviacion tipica

Las unidades de la varianza estdn en unidades al cuadrado de la variable. Por este
motivo, como medida de dispersion, también se utiliza la desviacion tipica, que es la
raiz cuadrada positiva de la varianza y se denota por S.

S =+v5?

La desviacion tipica siempre tomara un valor de cero o superior.

Ejemplo 6. Retomando los datos del Ejemplo 1, la desviacion tipica es:

S =4/8,16 = 2,8566 grados centigrados.

15.4.1 Cuasidesviacién tipica

Relacionado con la desviacion tipica, es posible calcular otro estadistico conocido como
cuasidesviacion tipica. Este estadistico tiene su utilidad en la inferencia estadistica. La
cuasidesviacion tipica se calcula como

Sy_1=+ 512\[71 )

Y su relacion con la desviacion tipica es la siguiente:

N
2
N_ls .

SNfl =+

A partir de la relacién anterior, tenemos que Sy_; > S.

Tema 15. Estadistica descriptiva IV
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Ejemplo 7. Retomando los datos del Ejemplo 1, la cuasidesviacion tipica es:

Sn-1=1+/10,2 = 3,1937.

15.4.2 Caracterizacion de una distribucion estadistica

En la préctica, una distribucién estadistica se suele caracterizar indicando pocos estadis-
ticos. Principalmente, una medida de posicion central y otra medida de dispersién. Los
mas utilizados son la media y la desviacion tipica.

Por ejemplo, si utilizamos los datos del Ejemplo 6, podemos caracterizar la temperatura
en Rabat durante el mes de julio del siguiente modo:

La temperatura media de Rabat durante el mes de julio es de 19,80 grados centigrados
con una desviacion tipica de 2,86 grados centigrados.

15.5 Otras medidas de dispersién

Existen diversas medidas de dispersion. Ademads de las presentadas anteriormente,
podemos considerar el recorrido intercuartilico o el coeficiente de variacion.

15.5.1 Recorrido intercuartilico

El recorrido intercuartilico se calcula como diferencia entre el tercer cuartil y el primer
cuartil de la variable. Se denota por R/ y su definicién viene dada:

RI = Q3 — Q1.

Ejemplo 8. Retomando los datos del Ejemplo 1, podemos calcular el recorrido intercuar-
tilico de la distribucion.

Gréaficamente, podemos observar que el primer cuartil es 18 grados centigrados y el
tercer cuartil es 22 grados centigrados.
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Ni

16 1819 22 24
X

Figura 15.8: Diagrama en escalera de la temperatura en Rabat

Por tanto, el recorrido intercuartilico es:

RI =22 -18 =4.

Es decir, la diferencia entre el tercer y primer cuartil es de 4 grados centigrados.

15.5.2 Coeficiente de variacion

El coeficiente de variacion propuesto por Karl Pearson se calcula como el cociente
entre la desviacion tipica y la media en valor absoluto. Es una medida que sirve para
comparar el grado de dispersiéon de dos distribuciones que no vienen medidas en las
mismas unidades. Se denota por C'V, y su expresion es:

|t

CV =

B

Tema 15. Estadistica descriptiva IV



15.5. Otras medidas de dispersion 18

Valores préximos a cero indican que la distribucién presenta baja dispersion (relativa),
y por consiguiente, mejor representatividad de la media aritmética.

En la practica, su valor suele expresarse en porcentaje, por lo que se multiplica por cien.
Ademds, es posible encontrarse en algunos libros la siguiente expresién del coeficiente
de variacion:

CV =

8]

En ambas expresiones se supone que la media es distinta de cero.

Ejemplo 9. Retomando los datos del Ejemplo 1, podemos calcular el coeficiente de
variacion.

El coeficiente de variacion es:

8,16

V=
¢ 19,8

=0, 1443.

Recordemos que el coeficiente de variacién nos permite comparar la dispersién entre
dos o més distribuciones. En este sentido, vamos a ver los siguientes ejemplos.

Ejemplo 10. Retomando los datos del Ejemplo 5, podemos responder a la pregunta
formulada en ese ejercicio utilizando el coeficiente de variacion.

Variable Coeficiente de variacion ( %)
X 10,05
X5 16,75
X3 46,87
X4 30,14
X5 5,69

Por tanto, teniendo en cuenta los coeficientes de variacion, la variable X3 es la que
presenta mayor dispersion relativa.

Cuando las medias de las distribuciones a comparar sean iguales, la distribucién con
mayor dispersion relativa sera aquella que presente mayor varianza. En el ejemplo
anterior, las diferencias entre las medias se situaban en las milésimas y era relativamente
facil identificar la distribucién con mayor dispersion relativa sin efectuar célculos
previos.

Tema 15. Estadistica descriptiva IV
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Ejemplo 11. Dos discograficas han publicado informacioén relativa a la duracién de las
canciones grabadas durante el verano del afio 1992.

La primera discogréfica, A, ha reportado que sus grabaciones tienen una duracién
media de 5 minutos con una varianza de 1,44 minutos cuadrados.

04

densidad
0.2
|

0.1

0]

Xi (A)

Figura 15.9: Distribucién de la duracién de las grabaciones de la discografica A

Estadistico Valor de la discografica A

Media 5
Varianza 1,44
Desviacion tipica 1,20

Mientras que la duracién media de la segunda discogréfica, B, es de 4 minutos con una
varianza de 1,21 minutos cuadrados.
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04

03

densidad
0.2
|

01

0.0

Xi (B)

Figura 15.10: Distribucién de la duracién de las grabaciones de la discogréfica B

Estadistico Valor de la discografica B
Media 2!
Varianza 1,21
Desviacion tipica 1,10

¢Puedes saber qué discografica tiene menor dispersion a la vista de los graficos anterio-
res?

Al contrario que en el ejemplo anterior, ahora comparar visualmente la dispersion entre
las dos discogréficas no es tan facil. S6lo sabemos que la discografica A tiene mayor
dispersion absoluta (S5 = 1,44 > S3 = 1,21). Pero esto no nos permite comparar
correctamente la dispersion entre las dos distribuciones, ya que en este caso las medias
son distintas.

¢Qué discografica presenta mayor dispersion relativa?
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Para responder a la pregunta anterior, calcularemos el coeficiente de variacion para las
dos distribuciones. El coeficiente de variacion es una medida de dispersion relativa que
mide el nimero de veces que la desviacion tipica de la variable estd contenida en la
media de la misma. En nuestro caso,

1,44
CVAzéz ’ =0,24
T A 5
v/1,21
CVBzf'_B: 'Z- =0, 275.
B 4

Dado que CV, < CVp, puede concluirse que la discografica B presenta mayor dispersion
relativa.

15.6 Dispersion y transformaciones

En algunas ocasiones, podemos estar trabajando con la variable X, pero también nos
puede interesar realizar una transformacién de esta variable (Y"). Si previamente ya ha-
biamos calculado los estadisticos de las variable X, para el caso de las transformaciones
lineales es f4cil obtener los estadisticos de la nueva variable transformada Y.

En este apartado vamos a estudiar como obtener algunos estadisticos de la variable tras
realizar un cambio de origen y/o de escala.

15.6.1 Cambio de origen

Sumar o restar una constante a todos los valores de la variable con la que estamos
trabajando puede hacer que se modifiquen los estadisticos de la varianza, desviaciéon
tipica, coeficiente de variacion y recorrido de la siguiente forma:

Estadistico Cambio de origen Y = X +a Cambio de origenY = X —a
Varianza SE = 5% St = S%
No cambia No cambia
Desviacion tipica Sy = Sx Sy = Sx
No cambia No cambia
Coeficiente de variacion CVy = |ESTX(1| CVy = |@STXa|
Cambia Cambia
Recorrido R.(Y) = R.(X) R.(Y) = R.(X)
No cambia No cambia
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Aqui la constante a« € R — {0}.

Ejemplo 12. Supongamos que a una variable estadistica X se le ha sumado 7 unidades a

cada uno de los valores. Es decir, Y = X + 7.

08
|

— X=N{1.1)
— Y=X+7

0.4

densidad

0.2

01

| | |
-5 0 5

Los estadisticos de la nueva variable quedan de la siguiente forma:

valores

Figura 15.11: Distribuciones de X e Y

Informaciéon de la variable X
Distribucion Normal
Media 1
Varianza 1
Minimo -2,027042
Maximo 4,212548
N 2000
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Estadistico Cambio de origen Y = X + 7
Varianza St =1;5% =1
No cambia
Desviacion tipica Sy =1;5¢x =1
No cambia

Coeficiente de variacion CVy = 112 =0,125;CVx = 1 =1

Cambia

Recorrido

R.(Y) = 6,2396; R.(X) = 6,2396

No cambia

15.6.2 Cambio de escala

Multiplicar o dividir por constante a todos los valores de la variable con la que estamos
trabajando puede hacer que se modifiquen los estadisticos de la varianza, desviacion
tipica, coeficiente de variacion y recorrido de la siguiente forma:

Estadistico Cambio deescalaY =b* X Cambio deescalay = %
Varianza S2 = b2 52 S2 = 5;_%
Cambia Cambia
Desviacion tipica Sy = |b| * Sx Sy = ‘TT)"
Cambia Cambia
Coeficiente de variacion CVy =CVyx CVy =CVyx
No cambia No cambia
Recorrido R.(Y) = |b] % Re(X) R(Y) = )
Cambia Cambia

Aqui la constante b € R — {0}.

Ejemplo 13. Supongamos que se transforma una variable estadistica X multiplicindola

por 7. Es decir, Y = 7 * X.
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05

— X=N(10.1)
— Y=7%

densidad
0.4

01

0.0

valores

Figura 15.12: Distribuciones de X e Y

Informacion de la variable X
Distribucion Normal
Media 10
Varianza 1
Minimo 6,972958
Maximo 13,212548
N 2000

Los estadisticos de la nueva variable quedan de la siguiente forma:

100
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Estadistico CambiodeescalaYy = 7% X
Varianza S =7"%x1=49;5% =1
Cambia
Desviacion tipica Sy =7Tx1=7,5x=1
Cambia
Coeficiente de variacién CVy =0,1;CVx =0,1
No cambia
Recorrido R.(Y) = 7+ 6,23959 = 43, 67713; R.(X) = 6, 23959
Cambia

15.6.3 Cambio de origen y escala

Sumar o restar y multiplicar o dividir por constante a todos los valores de la variable
con la que estamos trabajando hace que se modifiquen los estadisticos de la varianza,
desviacion tipica, coeficiente de variacién y recorrido de la siguiente forma:

Estadistico Cambio de escala y origen Y =b* X +a
Varianza SZ = b« S%
Cambia
Desviacion tipica Sy = |b| * Sx
Cambia
Coeficiente de variacién CVy = ‘Lbl;i’; |
Cambia
Recorrido R.(Y) = |b] * Re(X)
Cambia

Aqui las constantes a y b € R — {0}.

Ejemplo 14. Supongamos que se transforma una variable estadistica X sumandola y
multiplicandola por 7. Es decir, Y = 7% X + 7.
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valores

Figura 15.13: Distribuciones de X e Y

Informacion de la variable X
Distribucion Normal
Media 1
Varianza 1
Minimo -2,027042
Maximo 4,212548
N 2000

Los estadisticos de la nueva variable quedan de la siguiente forma:
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Estadistico CambiodeescalaYy =7« X +7
Varianza S =7"%x1=49;5% =1
Cambia
Desviacion tipica Sy =7Tx1=7,5x=1
Cambia
Coeficiente de variacién CVy =0,5;CVx =0,1
Cambia
Recorrido R.(Y) = 7+ 6,23959 = 43, 67713; R.(X) = 6, 23959
Cambia

El caso del recorrido intercuartilico es similar al del rango o recorrido. Los valores
del primer y tercer cuartil se ven afectados por las trasformaciones lineales (origen
y escala), por lo que el recorrido intercuartilico se ve modificado de forma idéntica
al rango. Es decir, ante un cambio de escala, el recorrido intercuartilico de la nueva
variable transformada (Y’) serd igual al producto (o cociente) del valor absoluto de la
constante (b) por el recorrido intercuartilico de la variable sin transformar (X).

15.6.4 Variable tipificada

Una variable tipificada es una nueva variable que se obtiene mediante una transforma-
cién lineal del tipo

De esta forma se consigue eliminar la influencia de la media y la desviacién tipica sobre
la variable X. Este tipo de tipificacién se conoce como tipificacién estdndar y la nueva
variable tipificada se denomina Z. La nueva variable asi obtenida tendrd media 0 y
desviacion tipica 1.

Por tanto, para comparar dos distribuciones estadisticas se puede recurrir a la tipicacién
de variables. Particularmente, es posible comparar valores de poblaciones diferentes, o
variables que miden conceptos distintos. La comparacién de dos valores tipificados se
hace en términos relativos, ya que los valores tipificados indican la distancia a la media
(del valor original) en unidades de desviaciones tipicas.

Ejemplo 15. Un profesor que trabaja en la ciudad A tiene un salario anual de 45.000€; y
otro que trabaja en la ciudad B cobra 70.000€ anuales. Si las medias y desviaciones tipicas
son: 21.900€ y 11.000€ en la ciudad A; 52.500€ y 9.000€ en la ciudad B, respectivamente.
¢Qué profesor tiene una mejor posiciéon en términos salariales?

Calculamos los valores tipificados:
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~ 45000 — 21900 91
B 11000 7

ZA

70000 — 52500
_ —1.94
B 9000 !

Dado que z4 > zp, en términos relativos, el profesor de la cuidad A tiene una mejor

posicion salarial en comparacién con la posicién que ocupa el otro profesor de la ciudad
B.

Problema propuesto. Un economista desea analizar la cotizacién de un grupo de
empresas espafolas. Para ello, se ha fijado en el precio de la accién en euros (X) y
el efectivo en miles de euros (V') en una sesién del Mercado Continuo. Los datos se
presentan en la siguiente tabla:

X n; Y n;
0,54 1 [2800, 5000) 3
30,7 6 [5000, 10000) 7
788 4 [10000, 15000) 6
1535 8 [15000, 25000) 4
2445 9 [25000, 40000) 7
5594 5 [40000, 70000) 3

1300,2 2 [70000, 100000) 3
[100000, 170000] 2

Se pide:
(@) ¢Cuadl es la diferencia entre la accién mds cara y la mds barata?
(b) ¢Cual es el recorrido intercuartilico del efectivo?
(c) Estudia la variabilidad del efectivo. Nota: calcula la varianza y la desviacion tipica.

(d) Uninversor quiere invertir en una cartera de acciones si su coeficiente de variaciéon
es inferior a 0,25. Ante una cartera como la de tus datos, ;qué haré el inversor?

Por dltimo, se recomienda la lectura de otros libros de varios autores para ampliar los co-
nocimientos respecto de la materia estudiada (bachero2006estadistica; pena2001fundamentos).
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