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Tema 16

Estadistica descriptiva V. Momentos. Cdlculo y aplicaciones. Medidas
de simetria y curtosis. Medidas de concentracién. indice de Gini. Curva
de Lorenz.

Este tema estd elaborado como una adaptacién de la siguiente bibliografia:

Venancio Tomeo Perucha e Isafas Ufia Judrez (2009). Estadistica descriptiva. Madrid:
Ibergarceta Publicaciones

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacién.

16.1 Introduccion

Una primera aproximacién al estudio de una distribucién, ademads del calculo de las
medidas de posicién y dispersion, es su representacion gréfica. En este tema analizare-
mos las distintas formas que pueden presentar las distribuciones comparandolas con
un modelo ideal. El modelo de referencia sera la distribucién normal.

En cuanto a la forma de una distribucién nos podemos hacer diversas preguntas. Por
ejemplo, jes la distribucién simétrica con respecto a un eje vertical z = 1?, ;la mayoria
de los valores se encuentran situados en torno al valor 37...

Supongamos que con motivo del inicio del curso escolar, se desea conocer la distribucién
del uso del ordenador de los estudiantes de formacién profesional. Para ello, se hace
una representacion de dicha distribucion que es la que se presenta a continuacion.
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Figura 16.1: Histograma del uso del ordenador (horas)

A la vista de la gréfica, nos podemos preguntar si la distribucién simétrica con respecto
a un eje vertical situado en x = 7?, o0 si la mayoria de los valores se encuentran situados
en torno al valor ese valor.

En definitiva, en este tema nos haremos preguntas a cerca de la simetria y la curtosis de
una distribucion. Ademas de estas cuestiones, estudiaremos la concentraciéon de una
distribucién estadistica.

16.2 Momentos

Dada una distribucién estadistica unidimensional, existen una serie de valores que
la caracterizan y que denominamos momentos. Los momentos més conocidos son la
media y la varianza. También nos podemos encontrar otros momentos en distintas
medidas de centralizacién, dispersion, forma, etc.

Los momentos se clasifican en dos grandes grupos: momentos ordinarios y momentos
centrales.

Tema 16. Estadistica descriptiva V
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16.2.1 Momentos ordinarios o respecto al origen

Se llama momento ordinario (o respecto al origen) de orden p, a la media aritmética de
las potencias de orden p de los valores de la variable. Dada una variable estadistica X,
el momento ordinario de orden p se denota a,(X) y se define como

I P
i=1 L T

ap(X) = b3 N

Algunos casos particulares de los momentos ordinarios son:

* Momento ordinario de orden 0: p = 0y ao(X) = Tiiwin _

N
I .

* Momento ordinariode orden1: p =1y a;(X) = % = 7.
I .

* Momento ordinario de orden 2: p = 0y ay(X) = %

La combinacién de los momentos de orden uno y dos se emplean en el calculo de la
varianza: S? = ay(X) — a?(X).

Ejemplo 1. El departamento de calidad de una empresa de muebles ha detectado
distintos defectos a lo largo de 100 tablas:

x; (Numero de defectos) n;

40
15
7
10
5
9

1
10

OO J|O| U1 = W|IN| -

Para el calculo de los momentos ordinarios uno y dos, afiadiremos dos columnas a la
tabla anterior.

Tema 16. Estadistica descriptiva V
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x; (Ntimero de defectos) n; TN, x?n,
1 40 40 40
2 15 30 60
3 7 21 63
4 10 40 160
5 5 25 125
6 9 54 324
7 3 21 147
8 1 8 64
9 10 90 810

N =100 > =329 > =1793

El momento ordinario de orden 0 es:

() S 2% 19540+ 20% 15+ ..+ 90510 100
a = = = —_——
0 N 100 100

El momento ordinario de orden 1 es:

Sipxing  1x40+2x154..+9%10 329
X — 1= 2 — = —_—= 2 .
@ (X) N 100 00~ 0%
Por tanto,
7 —3,29.

El momento ordinario de orden 2 es:

(x) S afn, 12%404 225154 ... 492510 1793
a p— — f—
2 N 100 100

= 17,93.

16.2.2 Momentos centrales o respecto a la media

Se llama momento central (o respecto a la media) de orden p, a la media aritmética
de las potencias de orden p de los valores de la variable menos la media aritmética
(desviaciones respecto a la media). Dada una variable estadistica X, el momento central
de orden p se denota m,(X) y se define como

() = Dt =T

Algunos casos particulares de los momentos centrales son:

iy @i D) g

* Momento central de orden 0: p = 0y mo(X) = 7

Tema 16. Estadistica descriptiva V
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* Momento central de orden 1: p = 1y my(X) = +

* Momento central de orden 2: p = 0y my(X) =

Ejemplo 2. Retomando los datos del Ejemplo 1, vamos a calcular los momentos centrales
hasta el orden 2:

El momento central de orden 0 es:

mo(X) _ Zi:1(xi - i‘) n; _

N
_ (1-3,200°%40+ (23,29 %15+ ... +(9-3,20)° 10 _
N 100 N
El momento central de orden 1 es:
I 7)1
-\ — )Ny
m1<X) — szl( N ) —
_(1-329)'%40+(2-3,29)'+15+.. +(9-3,29)' * 10 _
N 100 -
El momento central de orden 2 es:
I =\2
-\ — )",
mQ()() — Zz_1< N ) —
C(1-3,29)2%40 + (2—3,29)2% 15+ ... + (9 — 3,29)2x 10
n 100 B
710,59
= = = 7,1059.
100
Por tanto,
S% = 17,1059.

Recordemos que varianza también la podemos calcular como

S? = ay(X) — a}(X) = 17,93 — 3,29% = 7,1059.

16.2.3 Momentos respecto a un punto

Se llama momento respecto al punto C' de orden p, a la media aritmética de las potencias
de orden p de los valores de la variable menos el valor C' (desviaciones respecto al punto
(). Dada una variable estadistica X, el momento respecto al punto C' de orden p se
denota v,(X) y se define como

Tema 16. Estadistica descriptiva V
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o) = Tl O

Algunos casos particulares de los momentos respecto a un punto son:

I pap— ; . .
* Momento respecto a un punto C' = 0: v,(X) = w Este caso coincide con
la definiciéon de los momentos ordinarios.
I 7 ) . .
* Momento respecto a un punto C' = z: m,(X) = M Este caso coincide

con la definicidon de los momentos centrales.

Ejemplo 3. Retomando los datos del Ejemplo 1, vamos a calcular los momentos respecto
al punto 2 de orden 1 y 2:

I 1
i JTZ—Q n;
UI(X> — 2171( N ) —
(1 -2)%40+(2-2) %15+ ...+ (9—-2) %10
B 100 B
129
=— =1,29.
100 ’
I 2
. 131—2 n;
UQ(X) — szl( N ) —
C(1-2)2%40+ (2-2)2% 15+ ..+ (9-2)%%10
B 100 B
877
= —— =877
100

16.2.4 Relaciones entre momentos

Podemos establecer relaciones entre los momentos ordinarios y los momentos de orden
central. Recurriendo al binomio de Newton y al niimero combinatorio, tenemos la
siguiente relacion:

donde:

Tema 16. Estadistica descriptiva V
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Las relaciones maés utilizadas son las de los momentos centrales hasta el orden cuatro.
Por ejemplo, las relaciones entre los momentos de orden tres y orden dos son:

ma(X) = az(X) — aj(X)

ms(X) = az(X) — 3a1(X)az(X) + 2a3(X)

Ejemplo 4. Retomando los datos del Ejemplo 1, calcula el momento central de orden
tres a partir de los momentos ordinarios.

Para el célculo de los momentos ordinarios uno, dos y tres, afiadiremos tres colum-
nas.

x; (Ntimero de defectos) n; TN, x?n, xin;
1 40 40 40 40
2 15 30 60 120
3 7 21 63 189
4 10 40 160 640
5 5 25 125 625
6 9 54 324 1944
7 3 21 147 1029
8 1 8 64 512
9 10 90 810 7290

N =100 > =329 > =1793 > = 12389

a(X) = 32 = 3 99

ax(X) = 19 — 17,93

as(X) = 1282 = 123,89

Por tanto,

m3(X) = az(X) — 3a1(X)az(X) + 2a3(X) = 18, 1435.

Tema 16. Estadistica descriptiva V



16.3. Medidas de forma 8

16.3 Medidas de forma

La forma de una distribucién se suele comparar con la distribucién Normal. Esta
distribucién tiene forma de campana. Las comparaciones se hacen sobre dos aspectos
fundamentales: simetria y curtosis.

16.3.1 Medidas de simetria

La simetria de una distribucién puede obtenerse respecto de un valor. En nuestro caso,
estudiaremos la simetria respecto a la media. Es decir, diremos que una distribucién es
simétrica respecto a la media si al “doblar” la distribucién por el eje de simetria ambas
partes coinciden.

En la siguiente figura se ha tomando como ejemplo la distribucién normal estdndar. Esta
distribucion es simétrica respecto del valor de su media. Y a su vez la media coincide
con la mediana y la moda en el valor cero (es decir, z = M, = M, = 0).

04

03

densidad
0.2
|

0.1

X1

Figura 16.2: Distribucién normal estandar

Para medir la asimetria de una distribucidn se utiliza el coeficiente de asimetria de
Fisher. Este coeficiente se calcula como el cociente entre el momento central de orden tres
y la desviacion tipica elevada al cubo. Se denota por g1 (X) y la expresién del coeficiente

Tema 16. Estadistica descriptiva V
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de asimetria viene dado por:

k Ti—T 3*ni
mg(X) B Zz:l( ~ )
S3 S3

i (X) =

Cuando los valores son unitarios la expresion del coeficiente de asimetria se puede
simplificar del siguiente modo:

N :177;—57 3
m3(X) B Zz:lgv )

gl(X) = 3 - g3

Tipos de asimetria

¢ Distribucién asimétrica negativa

Si g1(X) < 0, la distribucion presenta asimetria negativa. Es decir, los valores altos
son los mds frecuentes y tiene una cola a la izquierda. En la siguiente figura se
muestra un ejemplo de una distribucién asimétrica negativa.

0.08
|

densidad

0.04
|

002
|

0.00
|

0 20 40 60 80 100

Figura 16.3: Distribucién asimétrica negativa

Tema 16. Estadistica descriptiva V
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¢ Distribucidn simétrica

Si una distribucion es simétrica, su coeficiente de simetria serda cero. Es decir,

X simétrica — ¢1(X) = 0.

En la siguiente figura se muestra un ejemplo de una distribucién simétrica.

0.08 0.08
| |

densidad
0.04
|

Figura 16.4: Distribucién simétrica

Se debe tener en cuenta que cuando el coeficiente de asimetria toma el valor de
cero, esto no implica que la distribucién sea simétrica. Puede ser o no simétrica.
En la practica, se representa la distribucién para poder confirmar su simetria.

¢ Distribucién asimétrica positiva

Si g1(X) > 0, la distribucién presenta asimetria positiva. Es decir, los valores bajos
son los més frecuentes y tiene una cola a la derecha. En la siguiente figura se
muestra un ejemplo de una distribucioén asimétrica positiva.

Tema 16. Estadistica descriptiva V
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11

0.025
|

densidad
0.015 0.020
|

0.010
|

0.005
|

0.000
|

-50

Figura 16.5: Distribucién asimétrica positiva

50

Ejemplo 5. Se han puntuado 105 empresas en funcién a su retraso en los pagos a sus
proveedores. Se desea saber si la distribucién es simétrica para informar a los inversores

extranjeros.

Para calcular el coeficiente de asimetria hay que obtener la marca de clase.

Li1,Li n;
[0,3) 7
[3,4) 10
[4,6) 35
[6,7) 50
[7,10] 3

Tema 16. Estadistica descriptiva V



16.3. Medidas de forma 12

Liv,Li n;

[0,3) 7 15
[3,4 10 35
[4,6) 35 5

[6,7) 50 6,5
[7,10] 3 85

Y utilizando la forma directa,

b (i—2)3%n;
mg(X) ==FH——  —3,4026
n(X) = —g— = 5 = T rogm = L0012

Dado que el coeficiente de asimetria es inferior a cero (negativo), la distribucién es
simétrica negativa.

Alternativamente, podemos emplear la relaciéon entre los momentos centrales y los
momentos ordinarios.

Li 1, Li x; mny T kM x? % n, x3 % n,
[0,3) 15 7 10,500 15,750 23,625
[3,4) 35 10 35,000 122,500 428,750
[4, 6) 5 35 175,000 875,000 4375,000
[6,7) 65 50 325,000 2112,500 13731,250
[7,10] 85 3 25,500 216,750 1842,375

> =571,000 > =3342,500 > = 20401,000

ar(X) = 5,4381

ay(X) = 31,8333

as(X) = 194, 2952

my(X) = ay(X) — a2(X) = S = /mo(X) = 1,5035

m3(X) = a3(X) — 3a1(X)az(X) + 2a3(X) = —3, 4026

Por tanto, ¢;(X) = m‘g(;x) = Iié??;f = —1,0012.

Tema 16. Estadistica descriptiva V
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Gréficamente, podemos observar que la distribucién presenta una cola mas larga a la
izquierda del valor central.

50

40

30
I

hi

20
I

10

X

Figura 16.6: Histograma del retraso en pagos

Otras medidas de asimetria

Ademas del coeficiente de asimetria de Fisher, es posible utilizar otras medidas. Se
pueden destacar:

e Coeficiente de asimetria de Pearson
¢ Coeficiente de sesgo cuartilico

* Coeficiente de sesgo percentilico

La interpretacion de estos coeficientes es similar al caso del coeficiente de asimetria de
Fisher. En la practica, no es frecuente el empleo de los coeficientes de sesgo cuartilico y
percentilico para el estudio de la asimetria.

Tema 16. Estadistica descriptiva V
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En el caso del coeficiente de asimetria de Pearson, sélo se consideran las distribuciones
unimodales y campaniformes para comparar la distancia de la media a la moda.

Si la media coincide con la moda, la distribucién es simétrica. En la siguiente figura se
cumple esta condicion.

04

03
|
|

%
02

01

oo

Media = Moda
X

Figura 16.7: Distribucién simétrica

Si la media es superior a la moda, la distribucién es asimétrica positiva. En la siguiente
figura se cumple esta condicion.

Tema 16. Estadistica descriptiva V
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15

05
|

04

Yo
03

02

0.1

0.0
L

Moda

Media

Figura 16.8: Distribucién asimétrica positiva

Por dltimo, si la media es inferior, es asimétrica negativa. En la siguiente figura se

cumple esta condicion.

Tema 16. Estadistica descriptiva V
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05

Media Moda

04

Yo
03
|

01

Figura 16.9: Distribucién asimétrica negativa

16.3.2 Medidas de curtosis

Las medidas de apuntamiento(o curtosis) analizan la concentracién de valores de la
variable estadistica en torno a la media artimética (que es nuestro punto de referencia
para la simetria). Se toma como referencia la distribucién Normal, y en base a ella se
compara nuestra distribucién que puede ser mds apuntada, més achatada o similar a la
Normal.

El grado de apuntamiento se mide a través del coeficiente de curtosis que se denota por
g2 y viene expresado como

k T;i—XT 4*ni
m4(X) Zz:l( = )

gQ(X) = S4 Y S4

Cuando los valores son unitarios la expresion del coeficiente de curtosis se puede sim-
plificar del siguiente modo:

Tema 16. Estadistica descriptiva V



16.3. Medidas de forma 17

El cociente entre momento central de orden cuatro y la desviacion tipica a la cuarta es
igual a 3 si la distribucion es Normal. En este sentido, se resta el valor 3 en el coeficiente
de apuntamiento para comparar cualquier distribucién con la distribucién Normal.
Esta version del coeficiente de apuntamiento también se conoce como el coeficiente de
apuntamiento de Fisher.

Tipos de distribuciones segtin su grado de apuntamiento

¢ Distribucién leptoctrtica

Si g2(X) > 0, la distribucién es leptoctrtica. Alto nimero de valores se concentran
en torno a la media aritmética. Esta distribucién es mds apuntada que la distribu-
cion Normal.

¢ Distribucidén mesoctrtica

Si g2(X) = 0, la distribucién es mesocurtica. Esta distribucién es igual de apuntada
que la distribucién Normal.

¢ Distribucién platictrtica

Si g2(X) < 0, la distribucién es platictrtica. Bajo namero de valores se concentran
en torno a la media aritmética. Esta distribucién es mas achatada que la distribu-
ciéon Normal.

En la siguiente figura se muestra un ejemplo de cada tipo de distribucién: lepto-
curtica, x* — 0, 5; mesocurtica, Z ~ N(0, 1); y platicturtica, U(-3, 3).

Tema 16. Estadistica descriptiva V
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oo
(]
Leptocirtica
< |
(]
Mesocartica
|
O
o
m
o
®
[
i1}
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Figura 16.10: Tipos de apuntamiento

Ejemplo 6. Retomando los datos del Ejemplo 1, vamos a calcular el coeficiente de apun-
tamiento de la distribucién estadistica.

Utilizando la forma directa,

Z,’-C:l(zi—f)‘l*ni
ma(X) iz ) P 133, 6309

Dado que el coeficiente de curtosis es superior a cero (positivo), la distribucién es
leptoctrtica.

Alternativamente, podemos emplear la relaciéon entre los momentos centrales y los
momentos ordinarios.
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x; n; Tin; x2n, 3n; xing
1 40 40 40 40 40

2 15 30 60 120 240
3 7 21 63 189 567
4 10 40 160 640 2560
5 5 25 125 625 3125
6 9 54 324 1944 11664
7 3 21 147 1029 7203
8 1 8 64 512 4096
9 10 90 810 7290 65610

N =100 > =329 > =1793 > =12389 > = 95105

ay(X) = 3,29

as(X) = 17,93

as(X) = 123,89

as(X) = 951,05

mo(X) = ag(X) — a2(X) — S = /my(X) = 2,6657

ma(X) = ay(X) — 4a;(X)ag(X) + 6a2(X)as(X) — 3a(X) = 133,6309

Por tanto,
ma(X) 133, 6309
X) = 3= 200 s 3535,
%(X) = = 2, 6657 !

Gréficamente, podemos observar que la distribucion presenta pocos valores en torno a
la zona central.
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16.4. Medidas de concentraciéon 20

40

30
I

ni
20

10

A

Figura 16.11: Diagrama de barras del nimero de defectos

Otras medidas de apuntamiento

Ademas del coeficiente de apuntamiento de Fisher, es posible utilizar otras medidas.
Entre ellas destaca el coeficiente de apuntamiento percentilico. La interpretacion de este
coeficiente es similar al caso del coeficiente de apuntamiento de Fisher, con la diferencia
de que se toma el valor 3 como punto de comparacién (en lugar del cero).

16.4 Medidas de concentracion

La concentracién es un término econémico que mide el grado de igualdad en el reparto
de los valores de una variable estadistica (0o econémica). No debe confundirse la con-
centracion como un término opuesto a la dispersion. En el ambito econémico, puede
entenderse como lo contrario al reparto equitativo.

Para medir la concentracion se empleard el indice de concentraciéon de Gini y, gréfica-
mente, la curva de Lorenz.
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16.4.1 Indice de Gini

El indice de Gini es una medida cuantitativa que mide la concentracién y se denota por
IG.

A nivel practico se tienen en cuenta los valores de la variable (z;), las frecuencias
absolutas (n;), y se calcula el volumen (o riqueza del grupo) como el producto de
los valores de las variables por las frecuencias absolutas (z;n;). En la expresion del
indice de Gini se emplean las frecuencias relativas acumuladas expresadas en tanto por
ciento.

k— )
Zi:ll Di
donde:
_ N
pi = { * 100,
Sy,
;= 100
q b

En cuanto a la interpretaciéon del indice de Gini:

¢ Toma valores entre 0 y 1. Es decir, 0 < IG < 1. El término medio es 0,5.

¢ Si IG =0, la concentracién es minima (o, en términos econdmicos, el reparto es
equitativo). Cuanto mds cercano a cero, menor grado de concentracion.

* Si IG =1, la concentracién es maxima (o, en términos econémicos, el reparto no
es equitativo). Cuanto més cercano a 1, mayor grado de concentracion.

16.4.2 Curva de Lorenz

La curva de Lorenz relaciona el frecuencias relativas acumuladas (p;) con las frecuencias
relativas acumuladas del volumen de la variable (¢;). La curva empieza en el punto (0,
0) y finaliza en el punto (100, 100), y se representa por debajo de la bisectriz del primer
cuadrante. Siempre se cumple que p; > ¢;Vi.

Representacion de la curva de Lorenz:

* 5i IG =0, la curva de Lorenz presenta la siguiente gréfica.
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Figura 16.12: IG =0

* Si0 < IG < 1,la curva de Lorenz presenta la siguiente gréfica.
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Figura16.13: 0 < IG' < 1

* Si /G =1, la curva de Lorenz presenta la siguiente gréfica.
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Figura 16.14: IG' =1

Ejemplo 7. Los estudiantes de tltimo curso han informado a la comisién académica
sobre sus ingresos brutos durante el curso 2016. La comisiéon desea conocer si el reparto
de las ayudas econémicas ha sido equitativo.

Ingresos en miles de euros (z;) Estudiantes (n;)
3 4
4 6
5 10
7 20
11 22
12 31
16 15
24 4

Para medir la concentracion, calcularemos el indice de Gini. Primero construiremos

nuevas columnas en la tabla anterior.
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x, n; m;=xmn; N; M; Di qi bi — q;
3 4 12 4 12 3,571 1,020 2,551
4 6 24 10 36 8,929 3,061 5,867
5 10 50 20 86 17,857 7,313 10,544

7 20 140 40 226 35,714 19,218 16,497
11 22 242 62 468 55,357 39,796 15,561
12 31 372 93 840 83,036 71,429 11,607
16 15 240 108 1080 96,429 91,837 4,592
24 4 96 112 1176 100,000 100,000 0,000

k—1 .
Por tanto, /G = Zi=1® Z_ql) = 36()7(;?819)9249 = 0,2234. La distribucién de los ingresos (que

=1
parten de las ayudas académicas) de los distintos estudiantes presenta una baja concen-
tracion. Es decir, podemos considerar que las ayudas estdn relativamente bien repartidas
en términos de equidad.

Gréaficamente, podemos observar que la distribucién presenta una concentracion baja.

100
|

80
I

qi
80

40

20
I

0 20 40 60 80 100

pi

Figura 16.15: Concentracién de los ingresos (/G = 0, 22)
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Problema propuesto. Un economista desea analizar la cotizacién de un grupo de
empresas espafolas. Para ello, se ha fijado en el precio de la accién en euros (X) y
el efectivo en miles de euros (V') en una sesién del Mercado Continuo. Los datos se
presentan en la siguiente tabla:

X n; Y n;
0,54 1 [2800, 5000) 3
30,7 6 [5000, 10000) 7
788 4 [10000, 15000) 6
1535 8 [15000, 25000) 4
2445 9 [25000, 40000) 7
5594 5 [40000, 70000) 3

1300,2 2 [70000, 100000) 3
[100000, 170000] 2

Se pide:
(a) Estudia la forma de la distribucién de la cotizacién de las empresas.

b) Estudia la concentracion del efectivo. ;Se puede considerar que el reparto es
e p q P
equitativo?

Por ultimo, se recomienda la lectura de otros libros de varios autores para ampliar
los conocimientos respecto de la materia estudiada (Bachero Nebot y col. 2006; Pefia
2001).
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Estadistica descriptiva VI. Distribuciones estadisticas bidimensionales.
Distribuciones marginales y condicionales. Independencia y asociacién
de las variables. Representacién grafica. Momentos en las distribucio-
nes bidimensionales. Concepto de covarianza. Correlacion. Significa-
do.

Este tema estd elaborado como una adaptacién de la siguiente bibliografia:

AM Montiel Torres, F] Barén Lépez y F Rius Diaz (1997). Elementos bdsicos de
estadistica econémica y empresarial. Editorial Thomson
D Pena (2002). Regresion y Andlisis de Experimentos. Alianza Editorial

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al érgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

17.1 Introduccidon

Hasta ahora hemos analizado cada variable de forma independiente, se analizaba por
un lado la altura de los estudiantes del Grado en Estudios Estadisticos y por otro su
peso. Sin embargo, en ocasiones es interesante analizar las dos caracteristicas de la
poblacién de forma conjunta.

En este tema para cada individuo se observan dos caracteristicas de forma conjunta, por
ejemplo (Altura, Peso), (Gastos, Ingresos), (Tiempo de estudio, Notas), etc.

La variable bidimensional se va a denotar por (X, Y’) y es el conjunto de datos (z;, y;)
que indican las caracteristicas de los individuos de la muestra o la poblacion. Siendo
X una variable unidimensional que toma los valores 1, x9, ..., ;, con I = al nimero de
categorias o clases de la variable X e Y la variable unidimensional que toma los valores
Y1,Y2, ..., Yy, siendo J el nimero de categorias de la variable Y.

Un ejemplo de variable estadistica bidimensional es:

27



17.2. Distribuciones estadisticas bidimensionales 28

Individuo | Peso (kg.) | Altura (m.)
1 75 1,65
2 68 1,72
N 72 1,59

Tabla 17.1: Tabla de datos de la variable bidimensional (X,Y") = (Peso, Altura)

A las variables estadisticas X e Y se les denominan variables marginales y pueden
ser ambas cuantitativas, ambas cualitativas o una de cada tipo; a su vez, los caracteres
cuantitativos puede ser variables estadisticas tanto discretas como continuas.

Al igual que se hacia con las variables estadisticas unidimensionales, lo primero que se
hace con los datos de las variables bidimensionales es agruparlos en tablas estadisticas.
A partir de los datos de las tablas estadisticas se obtendran distintas caracteristicas de la
variable (X,Y) que nos indicaran si las variables unidimensionales que la componen
son independientes o estdn relacionadas.

17.2 Distribuciones estadisticas bidimensionales

Una forma de definir una variable estadistica bidimensional es a partir de la tabla de
frecuencias.

17.2.1 Distribucion de frecuencias absolutas

Consideremos una poblacién de NV individuos sobre los que medimos conjuntamente
dos variables unidimensionales, X e Y. Cada individuo vendra dado entonces por un
par de valores (z;,y;),i = 1,..., N.

Individuo | z; | v;
1 1| U
2 Ty | Y2
N TN | YN

Tabla 17.2: Tabla de datos de la variable bidimensional (X, Y)

A partir de la matriz de datos de la variable bidimensional (X, Y’) se va a construir una
tabla de doble entrada con tantas filas como categorias tenga la variable X y tantas
columnas como categorias tenga la variable Y.

El valor de cada celda (7, j) se le denota por n;; es la frecuencia absoluta de la categoria
(xi,y;), es decir el nimero de individuos de toman el valor z; para la variable X y
simultdneamente toman el valor y; para la variable Y.
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Valores X\Y | v1 | v2 | ... | ¥ | | Y
T Ny | Nag | oo | N1y | - | M1J
T Noyp | Nag | .o | N2j | .. | N2Jg
xX; Tl N9 e | Mgy e | NGg
Tr N | Ny ce | My | Ny

Tabla 17.3: Tabla de frecuencias bidimensional

Si sumamos las frecuencias absolutas para todas las categorias de la variable (X,Y)
obtendremos el nimero de individuos de la poblacién o de la encuesta.

I J
N=53"_, Zj:l i

17.2.2 Distribucién de frecuencias relativas

Las frecuencia absoluta n;; de la variable (X, Y’) varia entre 0 y el tamafio de la muestra
o la poblacién N, es decir depende del tamafio de la poblacion.

Para conocer si una categoria (x;,y;) tiene mds o menos representatividad en la pobla-
cién se utiliza la frecuencia relativa.

La frecuencia relativa se calcula como la frecuencia absoluta dividida por el total de
observaciones, V.

oy
fij =2

N

Ahora la frecuencia relativa varia entre 0 y 1, no depende del ntimero de observacio-
nes.

Valores X\Y | w1 | v2 | ... | yj | .. | ys
Ty fu | fiz | flj oo | fig
T2 Jor | foo | - f2j | Jog

€T Jio | fio | - fij o | fig

T Jn | fr2 | - ij o | 1

Tabla 17.4: Tabla de frecuencias relativas bidimensional

Una propiedad de las frecuencias relativas es que la suma es 1.

I J I J iy I J
>ic1 Zj:l fig =204 Zj:l n_]\lfj - % >ic1 Zj:l Nij = % =1
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17.3. Representacion gréfica

Ejemplo 1. En la facultad de Estudios Estadisticos se ha preguntado a 95 estudiantes
por el curso maés alto en el que estan matriculados y su edad, obteniendo los siguientes

resultados:
Edad \Curso | Primero | Segundo | Tercero | Cuarto
18 20 0 0 0
19 6 15 0 0
20 5 8 12 0
> 21 4 5 8 12

Tabla 17.5: Tabla de frecuencias absolutas

se pide que construyas la tabla de frecuencias relativas para la variable conjunta.

Para construir la tabla de frecuencias relativas lo tinico que hay que hacer es dividir por
el nimero de individuos la frecuencia absoluta de ca categoria.

Edad \Curso | Primero | Segundo | Tercero | Cuarto
18 0,21 0 0 0
19 0,06 0,16 0 0
20 0,05 0,085 0,13 0
> 21 0,04 0,05 0,085 0,13

Tabla 17.6: Tabla de frecuencias absolutas

Las tablas de frecuencias que se han construido es para variables que tienen un ntimero
finito de categorias. Si una de las variables es continua, el primer paso es agruparla en
clases. Un ejemplo de tabla de frecuencias para variables continuas es la siguiente:

Peso \Altura | [1,5;1,60) | [1,6;1,70) | [1,7:1,80) | [1,8;1,90]
[55;70) 20 10 1 0
[70;85) 6 15 10 4
[85;100) 5 8 12 21

Tabla 17.7: Tabla de frecuencias absolutas

17.3 Representacién grafica

El principal gréfico utilizado cuando las dos variables, X e Y, son numéricas para
comprobar si dos variables estdn relacionadas es el diagrama de dispersiéon o nube de
puntos.

Si las variables son continuas, es mejor utilizar los datos de los individuos que las tablas
de frecuencias donde ya se han agrupado en k categorias.
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Figura 17.1: Digrama de dispersién o nube de puntos

El diagrama de dispersién no nos da la informacion del ntimero de individuos que hay
en cada punto, si el nimero de categorias de alguna de las variables es muy pequefio se
recomienda el grafico de barras.

g -
3

2

1
g .

o N B~ OO

Figura 17.2: Diagrama de barras para la variable (X, Y’)

En la Figura 17.2 se representa la variable conjunta (X,Y’), siendo la altura de las
barras la frecuencia n,;. Cada color representa una variable condicionada y si existiese
independencia todas las variables condicionadas deberian tener la misma forma.

17.4 Distribuciones marginales y condicionales

Aunque para cada individuo tenemos los valores tanto de la variable X como de la
variable Y. También se puede realizar el estudio de cada una de las variables que com-
ponen la variable bidimensional, distribuciones marginales. Otro estudio interesante
es el de una de las variables pero solamente para las observaciones que toman un
determinado valor en la otra variable variables condicionada.
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17.4.1 Distribuciones marginales

Las varibles marginales son cada una de las variables unidimensionales que componen

la variable bidimensional.

Valores X \Y | u; | Y Yg | N
T nip | N2 nyj nyy | N1,
T2 Na1 | N22 Naj Naj | N2,
X Ni1 | N2 T Nig | Ny,
xrr nmn | N2 nrj nry | Nr.
n.; na no n.; n.g N

Tabla 17.8: Frecuencias marginales

En la Tabla 17.8, la ultima columna corresponde a las frecuencias absolutas de la variable

X y la dltima fila representa las frecuencias absolutas de la variable Y.

La variable marginal X toma los valores x4, 25, ..., z; (los mismos que tomaba cuando
formaba parte de la variable bidimensional (X, Y")).

La frecuencia absoluta para la categoria z; se denota por n; e indica el ntiimero de
individuos que toman el valor z; para la variable X, independientemente del valor que

toman para la variable Y.

n; = Z}Izl ni; y fi. = Z}]:1 fij =

Tabla 17.9: Frecuencias marginales de la variable X

Para la variable Y se hace lo mismo cambiando filas por columnas.

ni.
N

X 1y, fz
x ny. f1.
X2 U3 f2.
Z; n;. fi.
Xy ny. fI.
Suma | N | 1
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La variable Y toma los valores v, v, ..., y; con frecuencias absolutas n 1, n 9, ..., n_j res-

pectivamente.

La frecuencia absoluta para la categoria y; viene dada por la expresion:

1
ng =y n
=1

Y | n; |/,
n no f B
Y2 no f Jj
yi | ng |y
vy | ng | f;
Suma | N | 1

Tabla 17.10: Frecuencias marginales de la variable Y

Ejemplo 2.

Siguiendo con los datos del Ejemplo 1, vamos a obtener las variables marginales C'urso

y Edad.

La tabla de frecuencias para la variable C'urso es:

Curso | n; | f;
Primero | 35 | 0,37
Segundo | 28 | 0,29
Tercero | 20 | 0,21
Cuarto | 12 | 0,13
Suma 95 1

Tabla 17.11: Frecuencias marginales de la variable Curso

Y para la variable Fdad:
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Edad | n; | f
18 20 | 0,21
19 21 | 0,22
20 25 10,26

>21 129031

Suma | 95 1

Tabla 17.12: Frecuencias marginales de la variable Edad

17.4.2 Distribuciones condicionadas

Expresan como se distribuye una de las variables sobre un conjunto de individuos que
verifican una determinada condicién en la otra variable.

Distribucién de X condicionada al valor y; se denota por X/Y = y;, estudia el com-
portamiento de la variable X sobre aquellos individuos que presentan el valor y; en la
variable Y.

La tabla de frecuencias presenta la siguiente forma:

— o J J
XY =y; | n i
J

! ny | Ji

J

T2 n2j | J2

J

Ly nij | f;

J

L1 nij | Ji
Suma n; | 1

Tabla 17.13: Frecuencias condicionadas de la variable X/Y = y;

En la Tabla 17.13 se observa que la suma de la frecuencia absoluta ahora no es N, si no
el nimero de individuos que verifican la condicién, en este caso, n ;. Ademads, f; = ™ii/n

Distribucién de Y condicionada al valor z; se denota por Y/X = z;, estudia el com-
portamiento de la variable Y sobre aquellos individuos que presentan el valor z; en la
variable X.

La tabla de frecuencias presenta la siguiente forma:
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— i ;
Y/X = | nj j
n N1 1

Y2 N | fo

5

Y ni | Jf;

(% nig | [
Suma n; | 1

Tabla 17.14: Frecuencias condicionadas de la variable Y/ X = z;

En la Tabla 17.14 se observa que la suma de las frecuencias absolutas es n; que coincide
con los individuos que verifican la condicion. La suma de la frecuencia relativa siempre
es 1.

Ejemplo 3. Con los datos del Ejemplo 1 se va a calcular la distribucién de la variable
Edad para los estudiantes de Tercero y la distribucioén de la variable Curso para los
estudiantes de al menos 21 afios.

Primero calculamos la variable Edad condicionada a los estudiantes de Tercero

Edad | n} | f?
18 0] 0
19 0] 0
20 12 10,6

>21 | 8 |04

Suma [ 20 | 1

Tabla 17.15: Frecuencias condicionadas de la variable Edad/Curso = Terero

Como se observa en la Tabla 17.15, el nimero de estudiantes que verifican la condicién,
es decir, que el mayor curso en el que estdn matriculados es Tercero, es 20. E1 60 % tienen
20 anos y el 40 % al menos 21.

La distribucién de la variable Curso condicionada por que tengan al menos 21 afios
es:

1 1
Curso | nj | [

Primero | 4 | 0,14
Segundo | 5 | 0,17
Tercero | 8 | 0,28

Cuarto | 12 | 041
Suma 29| 1

Tabla 17.16: Frecuencias condicionadas de la variable Curso/Edad > 21
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Una forma de reconstruir la tabla de frecuencias relativas conjunta es mediante el
producto de la distribucién marginal por la condicionada para todas las categorias.

fii=Fifl =fufl Vij

A partir de los datos del Ejemplo 3 y 4 podemos construir la tabla del Ejemplo 1, asi la
frecuencia relativa para la categoria (> 21, Tercero) se obtiene:

f(> 21, Tercero) = fi3 = f(> 21/Tercero) f(Tercero) = fifs=0,4%0,21 = 0,085.
De igual forma la frecuencia relativa para la categoria (> 21, Segundo) se obtiene:

f(> 21,Segundo) = fi2 = f(Segundo/ > 21)f(>21) = fifo. = 0,17 % 0,31 = 0, 05.

17.5 Momentos en las distribuciones bidimensionales

Momentos respecto al origen

Llamamos momento no centrado de orden r y s o momento respecto al origen de orden
ry s ala siguiente expresion:

1 J
E /‘E r. s
Aps = xiyjfij

i=1 j=1

Entre los momentos més utilizados estan:

e momentos no centrados de orden 1

G0 = Zle Z;']=1 ley?fij = Zf:l rifi =7

Il
Nl

I J J

ao = iy ijl x?y}fij = Zj:l Yifs

e momentos no centrados de orden 2
- I J 20 o 1 2 _

a0 = ) iy ijl z7y; fij = Yo Tifi. = aa(X)

_ J 0,2¢ _ N\ 20 Y

a2 = D iy Zj:l z3y; fig = Zj:l yi [ =ax(Y)

a;; = Zle ijl ziy; fij = as(Y)
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e momentos no centrados de orden (r,0)

Los momentos no centrados de orden (r,0) son equivalentes a los momentos no
centrados de orden r de la variable X. a,q = Zle Z}le x;-"y? fij = Zle alfi =
a,(X)

e momentos no centrados de orden (0, s)

Los momentos no centrados de orden (0, s) son, igual que en el caso anterior, los
momentos no centrados de orden s para la variable unidimensional Y.

I J s J s
a0s = Qi1 D51 I?yjfij =¥ fi=a(Y)

Momentos respecto de la media

A los momentos respecto de la media también se les denomina momentos centrados.

Los momentos centrados de orden (r, s) vienen definidos por la siguiente expresion:

(i —2)"(y; — 9)° fij

I
Qrs =

J

i=1 j

Entre los momentos centrados podemos destacar:

¢ momentos centrados de orden 1
mao = Yy 2y (T = 2) (Y — 9)°fiy = Yy (i — ) fi = 0
mor = Yimy Yogn (m = 2)°(y; — 9) fig = S (g, — 9)f5 =0

* momentos centrados de orden 2
mao = iy 2o (@ = &) (y; = 9)°fiy = iy (i — 2)2f; = ma(X) = SA(X)
Moz = iy Yo (@ = 8)°(y; = 9)2fiy = 271 (g5 — 9)°f5 = ma(Y) = S*(Y)
mi =Y 2o (@ = 2)(y; = 9)fiy = Sxv = Cov(X,Y)

e momentos centrados de orden (r,0)

Los momentos centrados de orden (r, 0) son equivalentes a los momentos centra-
dos de orden r de la variable X.
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Mo = Sy Sy (T = &) (45 = §)° iy = Xim (i = )" fi = me(X)

e momentos centrados de orden (0, )

Los momentos no centrados de orden (0, s) son, igual que en el caso anterior, los
momentos centrados de orden s para la variable unidimensional Y.

Mos = D1y Z}]:l(xi —2)°(y; = 9)°fiy = Z}le(yj —y)°f;=ms(Y)

17.6 Independencia y asociacién de las variables

Segun hemos indicado en la introduccién, uno de los motivos por los que se estudian
conjuntamente dos variables es para ver si existe relacién entre ellas. En caso de detectar
dependencia entre las dos variables, se puede predecir el valor de un individuo en una
variable, a partir del valor que tiene en la otra.

Debemos hacer hincapié en que el hecho de que dos variables estén relacionadas no
implica que haya una causalidad entre las dos variables.

Dos variables estadisticas son estadisticamente independientes cuando el comporta-
miento estadistico de una de ellas no se ve afectado por los valores que toma la otra.

Sinos fijamos en la tabla de frecuencias de la variable bidimensional (X, Y'),independencia
implica que las distribuciones condicionadas no se ven afectadas por la condicién, y
coinciden en todos los casos con las frecuencias relativas marginales.

fig=Tif; ViJ

Un ejemplo de variables independientes serian las variables X e Y cuyos datos estan
recogidos en la siguiente tabla de frecuencias:

Valores X \Y | y1 | v2
1 4 | 8
To 5 |10
T3 8 | 16
Ty 12 | 24

Tabla 17.17: Tabla de frecuencias

Calculamos la tabla de frecuencias condicionadas y las marginales
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Valores X \Y | Yo
T 0,33 | 0,67
T 0,33 | 0,67
T3 0,33 | 0,67
T4 0,33 | 0,67

Marginal Y | 0,33 | 0,67

Tabla 17.18: Tabla de distribuciones condicionadas Y/z; y marginal de Y

Si utilizamos las otras distribuciones condicionadas el resultado seria el mismo.

Valores X \Y | 1 y2 | Marginal de X
1 0,14 | 0,14 0,14
T 0,17 | 0,17 0,17
T3 0,28 | 0,28 0,28
Ty 041 | 041 0,41

Tabla 17.19: Tabla de distribuciones condicionadas X /y; y marginal de X

Si las variables no son independientes, una forma de detectar la posible relacién entre
las variables es graficamente, mediante el diagrama de dispersién o nube de puntos.

Grafico de dispersion

5

10 15 20 25 30

(a) Dependencia lineal positiva

Grafico de dispersion

30

(b) Dependencia lineal inversa

Grafico de dispersion
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Figura 17.3
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Ademas de graticamente se pueden valorar distintos coeficientes para determinar el
grado de asociacion de dos variables estadisticas.

Si al menos una de las variables es cualitativa, es decir, con categorias que no se pueden
cuantificar se puede calcular el coeficiente de contingencia de la x? a partir de la tabla
de frecuencias (si las dos variables son cualitativas a la tabla de fecuencias también se le
denomina tabla de contingencia).

Se define el coeficiente de contingencia de la x? como:

V2= Z Z (nij — €ij)

64 .
i=1 j=1 t

nin.;

siendo e;; = 5

Si las variables son independientes la frecuencia observada n;; es igual a la fecuencia
esperada e;; para cualquier categoria (7, j) y por lo tanto el valor del coeficiente x? es
igual a 0.

El coeficiente también se puede escribir como:
1 J 2
=1 =1 T

El mayor inconveniente que tiene este coeficiente es que es proporcional al nimero de
observaciones, y por tanto no tiene una cota superior, por lo que no es muy adecuado
su uso.

Para subsanar este problem Karl Pearson definié un nuevo coeficiente basdndose en el
dela x2.

X
C =
X?+ N
Ahora el indice de Karl Pearson estd definido en el intervalo [O, %] siendo
k =min{/, J}.
Ejemplo 4.

Queremos saber si los estudiantes del grado de Estadistica Aplicada y los del grado de
Derecho difieren en sus gustos musicales. Para ello escuchan tres canciones de distintos
géneros y deben de elegir la que mads les ha gustado. Si los resultados han sido los
siguientes:
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Estudios \Mdusica | Jazz | Gospel | Rock
Estadistica Aplicada | 13 9 2
Derecho 2 3 11

Tabla 17.20: Tabla de frecuencias observadas

Primero calculamos la tabla de frecuencias esperadas e;;

Estudios \Mtsica | Jazz | Gospel | Rock
Estadistica Aplicada | 9 7,2 7,8
Derecho 6 4.8 5,2

Tabla 17.21: Tabla de frecuencias esperadas

Para construir la tabla de frecuencias esperadas hemos calculado las frecuencias de las

variables estadisticas marginales y se ha calculado ¢;; = =5 Vi, j.

(nij—eiz)*

V)

A partir de las dos tablas de frecuencias calculamos las diferencias ( ) para

calcular el valor del coeficiente de contingencia x?

Estudios \Mtsica | Jazz | Gospel | Rock
Estadistica Aplicada | 1,778 | 0,450 | 4,313
Derecho 2,667 | 0,675 | 6,469

Tabla 17.22: Tabla de las valores (("3;—63)2>
Finalmente calculamos el valor del coeficiente y? = 16, 351.

Como ya hemos indicado la interpretaciéon de este valor depende del tamafio de la

poblacién o de la muestra por lo tanto vamos a calcular el coeficiente C' = /X~ que

x?+N
[ 16,351
¢= 16,351 +40 0,539

Como el valor de C' estd més cerca del extremo superior que del 0 concluiremos que
existe dependencia entre las dos variables.

estd definido en [0, /3]

Si las dos variables son numéricas podemos ver el grado de dependencia lineal a través
de la covarianza o del coeficiente de correlaciéon de Pearson.
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17.6.1 Covarianza

La covarianza nos indica la relacién o dependencia lineal que existe entre las variables
estadisticas X e Y. La forma de calcular la covarianza es mediante la media aritmética
de los productos de las distancias de la puntuacién de cada individuo a su media para
cada una de las variables, X e Y. Su expresion matematica es:

Sxy = Z fij(@i —2)(y; —9) = mn
(2]

Al par (7, y) lo denominamos Centro de Gravedad.

Otra forma de calcular la covarianza es a partir del momento no entrado de orden
(1,1)

Sxy = E fijTiy; — TY = a1 — aipao-
l”j

Ejemplo 5. Dados 10 valores de una variable bidimensional (X, Y"), calcular su cova-
rianza.

Ti | Yi | TilYi
10 | 18 | 182
11 | 19 | 204
13 | 24 | 309
14 | 23 | 332
14 | 24 | 343
15 | 26 | 380
16 | 26 | 412
19 | 34 | 632
20 | 30 | 578
22 | 30 | 658

Tabla 17.23: Valores de las variables X e Y

En este caso para cada i existe un tnico j, es decir, f; ; = !/n. Por lo tanto la férmula de
la covarianza se puede simplificar de la siguiente forma:

LY _
Sy — % e
4030 152254
— T 15,16
Sxy 10 10 10 ’

La covarianza viene dada en las unidades de la variable X por las unidades de la
variable Y.
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La covarianza puede tomar cualquier valor real. Si la covarianza estd muy préoxima a
cero, no existe relacidon entre las variables o si existe, es marcadamente no lineal.

Si es positiva, hay asociacion lineal positiva, y si es negativa, hay asociacién lineal
inversa. Sin embargo, como la covarianza depende de las unidades de medida de las
variables, no nos permite cuantificar el grado de asociacién lineal.

Un problema que presenta la covarianza es que no se puede comparar la asociacion
existente entre distintos pares de variables. Para dar solucién a este problema se obtiene
el coeficiente de correlacién.

17.6.2 Propiedades de la covarianza

1. Sila covarianza es positiva la dependencia lineal de las dos variables estadisticas
es directa.

2. Sila covarianza es negativa, la dependencia lineal es inversa.
3. Sila covarianza es cero diremos que no existe dependencia lineal.

4. Si dos variables son independientes su covarianza es cero pero al contrario no es
cierto, si la covarianza es cero no tienen porque ser variables independientes.

17.6.3 Correlacion de Pearson

El coeficiente de correlacion se va a denotar por la letra griega p o por la letra latina r y
estudia la relaciéon o dependencia lineal que existe entre las dos variables estadisticas
que componen la variable bidimensional.

P S¢Sy

La diferencia entre coeficiente de correlacién y covarianza es que la covarianza tiene
unidades y el coeficiente de correlacién no.

Diremos que no existe relacién lineal si el valor absoluto del coeficiente de correlacion
lineal es menor que 0,25 (en este caso puede existir otro tipo de dependencia, por
ejemplo exponencial).

La relacion lineal es débil si su valor absoluto esta entre 0,25y 0, 75 y diremos que es
fuerte si es mayor que 0, 75 (los valores aqui mencionados son indicativos, dependiendo
del tipo de estudio que estemos realizando podriamos ser mds o menos exigentes).

Propiedades del coeficiente de correlacién de Pearson
¢ Elsigno del coeficiente de correlacioén viene dado por el signo de la varianza.

¢ No se debe interpretar el coeficiente de correlacién sin haber visto previamente el
diagrama de dispersion (podria haber algtin dato atipico).
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¢ El valor del coeficiente de correlacion lineal estd entre el —1 y el 1.

pE [_17 1]

¢ Un coeficiente de correlacién alto (en valor absoluto) indica que las observaciones
obtenidas de las variables toman valores relacionados entre si, pero no permite
concluir la existencia de ninguna relacién de causalidad entre las variables. Por
ejemplo, supongamos que se estudian conjuntamente las variables X= Ntamero
de mascotas (en una ciudad) e Y =Temperatura media del mes, obteniéndose un
coeficiente de correlacién de 0,7. Esto no significa que suele haber mds mascotas en
ciudades con las temperaturas més altas, o que un aumento de mascotas hace que
aumente la temperatura de una ciudad, més bien ha sido debido a una casualidad.

Bibliografia

Montiel Torres, AM, FJ Barén Lopez y F Rius Diaz (1997). Elementos bdsicos de estadistica
econdmica y empresarial. Editorial Thomson (pagina 27).
Pefia, D (2002). Regresion y Andlisis de Experimentos. Alianza Editorial (pagina 27).
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Estadistica descriptiva VII. Ajuste por el método de minimos cuadrados.
Varianza residual. Su interpretacién.

Este tema estd elaborado como una adaptacién de la siguiente bibliografia:

AM Montiel Torres, FJ] Barén Lopez y F Rius Diaz (1997). Elementos bdsicos de estadis-
tica economica y empresarial. Editorial Thomson

D Pefia (2002). Regresién y Andlisis de Experimentos. Alianza Editorial

Douglas Montgomery, Elizabeth Peck y Geoffrey Vining (2006). Introduccién al andlisis
de regresion lineal. México: Limusa Wiley

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

18.1 Introduccidon

(a) Carl Friedrich Gauss (b) Planeta Ceres

Figura 18.1: Primera vez que se utiliz6 el método de minimos cuadrados

La primera aplicacién del método de minimos cuadrados fue para estimar la trayectoria
del planeta enano Ceres, descubierto por el astronomo italiano Giuseppe Piazzien enero
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de 1801. Piazzien fue capaz de seguir su 6rbita durante 40 dias y aunque fueron muchos
los astrénomos que utilizaron estos datos para estimar su trayectoria, el tinico calculo
suficientemente preciso para permitir a Franz Xaver von Zach, astrénomo aleman,
reencontrar a Ceres al final del afio fue el de Carl Friedrich Gauss, por entonces un
joven de 24 afios utilizando la técnica de minimos cuadrados. Este método de minimos
cuadrados no se publicé hasta 1809, y apareci6 en el segundo volumen de su trabajo
sobre mecénica celeste, Theoria Motus Corporum Coelestium in sectionibus conicis
solem ambientium.

Es un procedimiento de andlisis numérico en la que, dados un conjunto de datos (pares
ordenados y familia de funciones), se intenta determinar la funcién continua que mejor
se aproxime a los datos (funcién de regresion). En su forma maés simple, busca mini-
mizar la suma de cuadrados de las diferencias ordenadas (residuos) entre los puntos
generados por la funcién y los correspondientes datos.

Este método se utiliza comtnmente para analizar una serie de datos que se obtengan
de algtn estudio, con el fin de expresar su comportamiento de manera lineal y asi
minimizar los errores de la data tomada.

18.2 Ajuste por el método de minimos cuadrados

En esta seccién vamos a describir la versiéon determinista del método de minimos cua-
drados (MCD). Para llevar a cabo este método se necesita la matriz de observaciones
y la familia de funciones a las cuales se va a ajustar la nube de puntos. El problema
se denomina ajuste de una nube de puntos o regresiéon bidimensional y consiste en
encontrar alguna relacién que exprese los valores de una variable en funcién de los de
la otra. La cuestion seréd elegir la mejor funcién, y determinar los pardmetros (férmula)
de la misma. Esta relacion podré ser utilizada, posteriormente, para hacer predicciones
aproximadas; por ejemplo, para hacer previsiones de precios dependiendo de la pro-
duccidn, estimar el volumen de cosecha en funcion de la lluvia caida, etc.

La matriz de datos esta formada por dos columnas correspondientes a la variable esta-
distica bidimensional (X,Y") y tantas filas como individuos observados (N), ((z1,v1),
(x2,y2), ..., (xn, yn)). Debemos sefialar que la hipétesis de que la variable Y depende de
la variable X debe estar fundamentada en algtn estudio, el hecho de que exista una
funcién que las relaciona pude deberse a la casualidad y no a una causa-efecto.

En la literatura tenemos ejemplos como que dormir sin quitarse los zapatos esté correla-
cionado con despertarse con dolor de cabeza, obviamente aqui se confunde causalidad y
correlaciéon. En muchos de estos casos lo que ocurre es que hay otra variable no obseva-
da que varia en los individuos muestreados. En este caso puede ser la ingesta de alcohol.

La elecciéon de esa funcién que mejor defina larelacion entre las dos variables es el
primer problema que habra que resolver. En un principio, la observaciéon de la nube de
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puntos puede dar una idea de la evolucién de los valores de la variable Y en funcién de
los de X.

18.2.1 Ajuste lineal

La familia de funciones que vamos a utilizar es la més sencilla, las funciones lineales:

Ui = Bo + Bix;

El verdadero valor de la variable Y se calcula como la suma de la aproximacién de Y’
(calculada mediante la funcion lineal ) y un error e.

yi = Bo + Bixi + €

siendo:

Bo: la ordenada en el origen, es decir, el valor de la variable dependiente Y cuando el
predictor o variable independiente es cero.

B: la variaciéon media de la variable Y cuando se incrementa en una unidad de la
variable predictora X. Se conocen como coeficiente de regresion de Y sobre X.

y;: la estimacion de la variable Y para el individuo i-ésimo a través del modelo de
regresion.

e;: es el residuo o error, la diferencia entre el valor observado y el estimado por el
modelo para cada individuo.

El método de minimos cuadrados lo que hace es estimar los parametros 5, y 3, para
minimizar la discrepancia entre los datos observados de la variable Y y los estimados
por la funcién Y.

N N

minf (8o, /1) = Z(yz — i) = Zef

i=1 =1

Es importante destacar que el MCD es un método de aproximacién pues no utiliza
hipétesis probabilisticas sobre los datos. Para calcular el minimo de la funcién f(8y, £1)
derivamos respecto de los parametros e igualamos a 0.

02521(% — (Bo + fixy))?
9o

=0
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321”:1(% — (Bo + fixy))?
OB

obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones:

e iy (i — (Bo+ Bra))P = =200 (i — (Bo + i) = 0

(18.1)
oo Sy (Ui — (Bo + i) = =230, (i — (Bo + Buwi))ws = 0
desarrollando las ecuaciones llegamos a las siguientes expresiones:
Zﬁ\ilyl - Nﬁﬂ—i_ﬁlzl 1Lq
(18.2)
Sy yirs = Bo 2oL @i+ B L 47
de la primera ecuacién despejamos 3, obteniendo
Bo=19y— A7 (18.3)
sustituyendo el valor de /3, en la segunda ecuacién podemos despejar /5,
0= Zi]ilyixz’_ @_515)2@ 14— 5121 L TF =
= (S — Noz) = B, of = N#?) = (18.4)
= Sxy — B1S%
S
B = % (18.5)
X

Por lo tanto la funcién que minimiza los errores al cuadrado se denomina recta de
regresion de Y sobre X y viene dada por la expresion:

o Oxy_ | Oxy
Y=9—-F71+5X 18.6
otra forma de expresarla es:
9 — SXY _
Y —9y=—Z-(X—-12) (18.7)
Sk

Tema 18. Estadistica descriptiva VII



18.2. Ajuste por el método de minimos cuadrados 49

y = 2,7616x
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Figura 18.2: Ajuste de una nube de puntos

En la Figura 18.2 estd representada la nube de puntos y la recta de regresién de Y sobre
X que mejor ajusta los datos (Y = 2, 761.X).

Si se analizan los residuos (e; = y; — ;) esta variable estadistica debe tener una media
aritmética igual a 0. Ademads, si representamos el gréfico de dispersion de las variables
(X, e), representando en el eje de abscisas a la variable X y en el eje de ordenadas a la
variable e los valores de los errores deben ser aleatorios.

Tema 18. Estadistica descriptiva VII



18.2. Ajuste por el método de minimos cuadrados 50

6
4 @ o ©
(] @
E ® %
o) 2 0 o ° @
g e o° »° " | e
[
: P .’ " 0] ‘ ° ~ @
— 0 ® o
= o ¢ (4 * ®% 2%
" 9,00 11,:)0 13900 © ,00 e 17,00 @ 419,009 21,00
g @ o9 .. ‘ o
< -2 ® ® ®
2 ® CI S O
o
(V] ® [ ] [ )
o ®
0% @
-4 o ®
@
-6
variable X

Figura 18.3: Residuos de la variable Y respecto a los valores de la variable X

Ejemplo 1. Con los datos de la Tabla 18.1 se va a construir la mejor recta de regresién de
Y sobre X utilizando la técnica de minimos cuadrados.

X | 9,00 |10,00 | 11,00 | 12,00 | 13,00 | 14,00 | 15,00
Y | 29,13 | 31,01 | 32,24 | 37,21 | 36,81 | 40,42 | 43,08

Tabla 18.1: Valores de las variables X e Y

Para construir la recta de regresion se necesitan conocer la covariaza entre X e Y (Sxy),
el vector de medias (z,7) y la varianza de X (S%).
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X Y X? XY
9,00 29,13 | 81,00 | 262,18
10,00 | 31,01 | 100,00 | 310,18
11,00 | 32,24 | 121,00 | 354,69
12,00 | 37,21 | 144,00 | 446,59
13,00 | 36,81 | 169,00 | 478,63
14,00 | 40,42 | 196,00 | 566,00
15,00 | 43,08 | 225,00 | 646,24
SUMA

| 84,00 | 249,94 | 1036,00 | 3064,53

Tabla 18.2: Célculos intermedios

A partir de los datos de la Tabla 18.2 obtenemos:

vector de medias: S0 010 o1

covarianzade X e Y:
3064, 53

SXYZ —12*35,71:9,32

varianza de X:

La recta de regresion obtenida es:
Y — 35,71 = 2,33(X — 12)

Por lo tanto la pendiente de la recta es 51 = 2, 33. Lo que indica que por cada unidad
que se modifique la variable independiente X, la variable dependiente Y variard en
2,33 unidades.

Si la variable X toma el valor 0, en ese caso la variable Y tomara el valor 5y = §y— 1 *T =
7,74. Este dato no siempre tiene significado pues el valor cero puede no existir para la
variable independiente X.
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44
42 y =2,3303x + 7,7426
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Figura 18.4: Ajuste de la nube de puntos a la recta de regresién

18.2.2 Transformaciones para conseguir linealidad

Aunque hemos desarrollado el caso de funciones lineales puede ocurrir que la curva
que mejor ajuste la nube de puntos, no sea una recta. En datos que tienen un crecimiento
o decrecimiento constante, la mejor familia de funciones para ajustar la nube de puntos
por el MCD es:

Y = Bpeh ¥

A esta regresion se le denomina regresién exponencial y se puede transformar en una
regresion lineal mediante una transformacion logaritmica de los datos.

Ln(Y) = Ln(Boe®™X) = Ln(By) + 1 X
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Regresion exponencial
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Figura 18.5: Regresion exponencial

Si observamos la Figura 18.5 se comprueba que la funcién que mejor ajusta la nube
de puntos no es la lineal. Si se desea realizar predicciones mediante el ajuste lineal se
comprueba que los errores cada vez son mayores, es decir la variable de los residuos no
es aleatoria si no que va aumentando en valor absoluto a medida que nos separamos
de la media de X. En este caso no se debe trabajar con los datos originales si no con
Y'=Ln(Y)yX.

Otro ejemplo de ajuste no lineal es la regresiéon potencial que viene expresada por:

Y = ByX™

Igual que en el caso de la regresién exponencial, podemos transformar los datos para
poder realizar una regresion lineal con los datos transformados.

Ln(Y) = Ln(BoX?) = Ln(By) + S1Ln(X)
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Regresion potencial
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Figura 18.6: Regresion potencial

En la Figura 18.6 se puede observar como la recta de regresion pasa por el centro de
gravedad de los datos pero a medida que nos acercamos a los valores extremos el error
que cometemos es mds grande. En este caso no se debe trabajar con los datos originales
sinoconY’' = Ln(Y)y X' = Ln(X).

18.2.3 regresion polinomial

La dependencia entre la variable dependiente y la regresora frecuentemente no es lineal.
No obstante, se ajusta al modelo lineal simple a no ser que el modelo no lineal se
demuestre significativamente superior al lineal.

La familia de funciones que definen la regresién polinomial viene dada por:

Ui = Bo + Brx; + 529512 + ...+ ﬁk»’vf

Veamos el desarrollo del cdlculo de los parametros 5, 51 y 52 por el método de los
minimos cuadrados (MCD) para el caso de polinomios de grado 2.

N 2
Ui = Bo + s + Bax;
Definimos los residuos como:

€ =Y — Bo — Brx; — 521'?
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Si utilizamos la técnica de MCD para calcular los pardmetros 3y, 51 y B2 se debe minimi-
zar la suma de los residuos

N N
minf (S, B, B2) = el = > (yi — (Bo + Pri + fox}))’

por lo tanto, las derivas parciales respecto de cada uno de los pardmetros deben ser
igual a cero.

82?1( — (Bo + Biz; + Pox?))?

9% =0
82?1( — (Bo + Prxi + Bax?))? _ 0
B
035, (yi = (Bo+ Brwi + od) _

9P

es decir:

3%02521(%—(504‘51%4‘@%?)) = _221 (Wi = (Bo + Brai 4 fax})) = 0

o Zf\;(?h - (50 + B + 529512))2 = —2 22111(% - (50 + Bix; + 5295,2))% =0 (18.8)

0B

oSN (Wi — (Bo+ B + Baa?))? = =237 (yi — (Bo + Pras + foa?))a? = 0

9B

obteniendo las siguientes ecuaciones:

zz’]\ilyl NﬁOWLﬁlZz 1371"'5221 19512
S i = Bo Y i+ B Y 7P+ o Yo @ (18.9)
Zz 1y2x _5021 1 z+5121 1 ﬁﬁzZZ 1$

La solucién del sistema nos genera la parabola que mejor se ajusta a la nube de pun-
tos.

Ejemplo 2.
Veamos un ejemplo de regresién polinomial de grado 2 (regresién parabdlica o cuadra-
tica) para la resolucion se utilizard el sotfware IBM SPSS Statistics 27.

Dada la siguiente matriz de datos:
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X 989

10,57 12,35 13,06 14,27 16,48 17,35 18,52 23,00

Y | -404,11 | 462,43 | -632,10 | -711,37 | -848,94 | -1134,05 | -1256,86 | -1435,21 | -2210,54

8,00

0

-500

-1.000

-1.500

-2.000

-2.500

Tabla 18.3: Valores de los datos de las variables X e Y

Diagrama de dispersion

10,00 12,00 14,00 16,00 18,00 20,00 22,00 24,00

Figura 18.7: Diagrama de dispersién para las variables X e Y’

Construimos la tabla de los célculos intermedios para poder resolver el sistema de
ecuaciones 18.9

X Y X? X3 X4 Y« X Y x X?
9,89 | -404,1179093 | 97,73 | 966,22 9552,10 | -3995,15 | 1614510,579
10,57 | -462,4365596 | 111,67 | 1180,08 | 12470,41 | -4886,78 | 2259823,573
12,35 | -632,1045657 | 152,45 | 1882,34 | 23241,57 | -7804,68 | 4933376,268
13,06 | -711,378046 | 170,60 | 2228,18 | 29102,66 | -9291,45 | 6609735,658
14,27 | -848,9424187 | 203,77 | 2908,84 | 41523,32 | -12118,57 | 10287965,48
16,48 | -1134,053835 | 271,68 | 4477,93 | 73807,97 | -18692,16 | 21197915,67
17,35 | -1256,866985 | 301,06 | 5223,83 | 90639,77 | -21808,16 | 27409956,14
18,52 | -1435,210761 | 343,17 | 6357,08 | 117763,30 | -26586,93 | 38157846,45
23,00 | -2210,545202 | 529,00 | 12167,00 | 279841,00 | -50842,54 | 112389732,1

Tabla 18.4: Valores intermedios para plantear el sistema de ecuaciones 18.9

Para la construccion de la pardbola que mejor ajusta la nube de puntos utilizamos el
sotfware IBM SPSS Statistics 27, obteniendo el siguiente resultado:
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Variable dependiente: Y

Resumen del modelo Estimaciones de parametro
Ecuacion R cuadrado F dft df2 Sig. Constante b1 b2
Lineal 984 424 349 1 7 ,000 1025106 | -135,22
Cuadratico 1,000 | 726961665 2 6 ,000 19,199 -1,826 -4.136
Lavariable independiente es X.
Y
© Observado
007 ——Lineal
— Cuadratico
-500,00-
-1000,00-
-1500,004
-2000,005
-2500,00 T T T T T T >
10,00 12,50 15,00 17,50 20,00 22,50
X

Figura 18.8: Regresion cuadratica o parabdlica

en la Figura 18.8 se pueden observar las estimaciones de los pardmetros de la pardbola:
Bo = 19,199, By = —1,826y = —4,136.

Por lo tanto, la funcién polinomial de grado 2 que mejor ajusta la nube de puntos
es:
§; = 19,199 — 1,826x; — 4, 13627

Si queremos simplificar el modelo de regresién, podemos ajustar los datos mediante
un modelo lineal, en ese caso los valores de los pardmetros son: 5, = 1025,106 y
B, = —135, 225,

La recta de regresion obtenida es:

§: = 1025, 106 — 135, 2252
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En el grafico de la Figura 18.8 podemos ver la diferencia entre ajustar por un modelo
lineal o cuadrético

18.3 Varianza residual

Hemos visto en la seccién anterior que el criterio de minimos cuadrados utiliza la
media de los cuadrados de los residuos como medida del error que se comete, cuando

ajustamos el valor de la variable Y por su estimacién Y, esta media recibe el nombre de
Varianza Residual (5?).

La Varianza Residual se utiliza como medida de la bondad del ajuste. Cuanto menor sea
la Varianza Residual, menores serdn los residuos y por lo tanto mejor sera el ajuste de la
curva a la nube de puntos. Sin embargo, recordemos que las varianzas estdin medidas
en las mismas unidades de la variable Y pero al cuadrado. Por lo tanto, ;a partir de
que valores dicha varianza es suficientemente pequefia para considerar que el ajuste
realizado es un buen ajuste? Ese problema se soluciona quitando unidades mediante la
definicién de un indicador o coeficiente.

La varianza de Y se puede expresar como suma de dos varianzas parciales:

¢ = 2= 9) YL 6= 9 | Y= )

N - N + N

J/ N (. J/

VvV NV VvV
VarianzadeY VarianzaResidual VarianzaExplicada

Por un lado la Varianza Residual o cantidad de varianza que no se ha podido explicar
mediante el modelo de regresion

q2 _ 2111(3/2 - 2?)2

y por otro la Varianza Explicada mediante la aproximacion de los valores de Y por sus
estimaciones a través del modelo de regresion

obteniendo:
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Sy =52+5%

Ejemplo 3.

Con los datos del Ejemplo 1 veamos como se calcularia la varianza residual.

X Y Y e; Y? e2

)

9,00 29,13 | 28,72 | 042 | 824,57 | 0,17
10,00 | 31,01 | 31,05 | -0,03 | 963,83 | 0,00
11,00 | 32,24 | 33,38 | -1,13 | 1113,95 | 1,28
12,00 | 37,21 | 35,71 | 1,51 | 1274,93 | 2,28
13,00 | 36,81 | 38,04 | -1,22 | 1446,78 | 1,48
14,00 | 40,42 | 40,37 | 0,06 | 1629,48 | 0,00
15,00 | 43,08 | 42,70 | 0,39 | 1823,04 | 0,15

SUMA
84,00 | 249,94 | 249,94 | 0,00 | 9076,58 | 5,37

Tabla 18.5: Valores intermedios para calcular las varianzas

A partir de los datos de la Tabla 18.5 podemos deglosar la varianzas de Y en la varianza
residual y la varianza explicada por la recta de regresion.

5,37

S? =" =0,77
e 7
9,076, 58
2 ) ) 2
Sy_T—%,n =21,72

Puesto que:

Sy =82+ 52
Sy =21,724 0,77 = 22,49

18.3.1 Coeficiente de Determinacion:

La definicién del coeficiente de determinacion se basa en la descomposicién de la va-
rianza de Y.
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Definimos el coeficiente de determincién y lo denotamos por R? como la proporcién
de varianza explicada por el modelo de regresion.

52
R* = % 18.10
Silo queremos expresar en funcién de la varianza residual nos queda:
92 52 _ g2 52
R2—= Y _2Y Ye | _ e 18.11
TS 52 (18.1)

Al definir el R? como el cociente de dos varianzas de la variable Y, este ya no tiene
unidades y por lo tanto podemos analizar, a partir de su valor, la bondad de ajuste de
cualquier modelo de regresion.

Si se observa la ecuaciéon 18.10, R? se puede expresar como 1 — ¢, siendo € > 0. Esto nos
indica que R? esta definido en el intervalo [0, 1].

Ejemplo 4. siguiendo con los datos del Ejemplo 3, veamos la bondad de ajuste de la
recta de regresion de Y sobre X.

Si utilizamos la ecuaciéon 18.10:

2
55 21,72

RR=2X=-"02
52 7 22,49

= 0,966
lo que significa que el 96,6 % de la varianza de Y estd explicada por la relacién lineal
que existe entre las dos variables (recta de regresion).

Relacién entre el coeficiente de correlacién y el coeficiente de determinacién en el
caso de regresion lineal

Recordemos que el coeficiente de correlacion lineal mide la relacién o dependencia
lineal que existe entre las dos variables estadisticas que componen la variable bidimen-

sional.
S XY

T Sy Sy

p=r

Para el caso de la regresion lineal tenemos:

Sxy

Ui = Po + Brwi = fo + g2 i
X

Aplicando las propiedades de la varianza para transformaciones lineales se obtiene:
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Sxy S2
S% — ( )2 * 512 — XY
vEURT TR

a continuacién dividimos por S¢ para expresar R? en funcion del coeficiente de correla-
cién lineal r:

2 2
_Sif_ SXY 2

Sy SS%

R2

18.3.2 Interpretacion del Coeficiente de Determinaciéon

Puesto que el Coeficiente de Determinacién no tiene unidades podemos interpretar su
valor con independencia de la variable bidimensional (X,Y") que lo haya generado.

Al estar definido entre 0 y 1 podemos interpretar a R* como el tanto por uno de la
Varianza de Y explicada por el modelo de regresion.

1. Si R? =0, como

RP=1-%

Sy

La varianza de Y coincide con la varianza residual y podemos concluir que
la varianza explicada es cero. Es decir, el modelo de regresiéon no explica las
variaciones de la variable Y, es el peor ajuste que se puede realizar mediante las
técnicas de minimos cuadrados.

En este caso la recta de regresion es paralela al eje donde estd representada la
variable independiente X y eso es debido a que todas las distribuciones de Y
condicionada por X, tienen la misma media.

Variables independientes Variables dependientes

6 500
4
300

2 o2 % * % e
o 100

e € — >
9,00 11,00 1#0 ofis® e 1700 ® 19,0 21,00
2 ° _e%0 o Ve y °

] o ®% ° . -200

Variable Y

-1000.00 5,00 10,0(}j 15,00 20,00 25,00

VAriable Y
)
y ‘ \
o

u °° , 300 e,

6 - 500
Variable X Variable X

(a) Variables independientes (b) Dependencia no lineal

Figura 18.9: Posibles relaciones entre variables con R* = 0
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Si comparamos los dos graficos de la Figura 18.9 se observa que no es equivalente
que R? sea 0 a que las variables sean independientes. En el caso (a) las dos variables
son independientes mientras que en el casoo (b) existe una dependencia pero no
lineal.

2. Si R? =1, como

La varianza de Y queda totalmente explicada por el modelo de regresién obtenido
mediante la técnica de minimos cuadrados. Todas las estiamciones coinciden
con los valores de la variable dependiente (Y') esto implica que Y tiene una
dependencia funcional de X.

Dependencia funcional

4500
4000 @
3500

3000 @

2500 /
2000 /

1500 ’
1000

500 ..’
o o
0 ®

10,00 12,00 14,00 16,00 18,00 20,00

Variable X

Varaible Y

Figura 18.10: Dependencia funcional entre dos variables y; = z; — 1027 +

La dependencia funcional es un caso extremo que rara vez se encuentra en la
préctica. Un fenomeno que se rige por una dependencia funcional es un fenémeno
determinista pues conociendo el valor de la variable X, la variable Y queda
totalmente determinada. Un ejemplo de dependencia funcional es la velocidad y
el espacio, sabiendo a la velocidad a la que nos desplazamos podemos calcular el
espacio que vamos a recorrer en una unidad de tiempo.

3. Si 0 < R* < 1, existe una dependencia estadistica.
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Si R? se aproxima al 0 diremos que el ajuste es muy malo y cuanto més se aproxime
a 1 mejor serd el modelo de regresion.

.
23 y = 1,0074x - 0,3149 N
R? = 0,5066 o :°

Varaible Y
VAriable Y

y =8,0074x - 0,3149
R?=0,9848

10,00 12,00 14,00 16,00 18,00 20,00 10,00 12,00 14,00 16,00 18,00 20,00
Variable X Variable X

(a) Dependencia lineal débil (b) Dependencia lineal muy fuerte

Figura 18.11: Representaciones para distintos valores de R*

Como se puede observar en la Figura 18.11 a medida que el coeficiente de de-
terminacion (R?) se aproxima a 1 la nuebe de puntos se ajusta més a la recta de
regresion y por lo tanto los e; son mds pequefios.

El modelo (a) de regresion de la Figura 18.11 indica que la recta de regresion
solamente explica el 50, 66 % de la varianza de la variable Y mientras que en el
modelo (b) explica un 98,48 %.

Hay varias razones principales por las que los valores bajos del R? podrian consi-
derarse adecuados.

En algunos campos, se espera que los valores del R? sean bajos. Por ejemplo,
cualquier disciplina que intenta predecir el comportamiento humano, como la
psicologia, normalmente tiene valores del R? inferiores al 50 %. Los seres humanos
son simplemente maés dificiles de predecir que, por ejemplo, los procesos fisicos.

Ademas, si el valor del R? es bajo pero se tiene predictores estadisticamente sig-
nificativos, se pueden obtener conclusiones importantes acerca de la asociacién
entre los cambios en los valores de los predictores y los cambios en el valor de la
variable dependiente.

Un R? bajo es més problematico cuando se desea crear predicciones que sean muy
precisas.

Por el contrario, un R? alto no necesariamente indica que el modelo tiene un buen
ajuste. Esto podria sorprendernos, pero para validar un modelo, ademas del R?* se
debe examinar la grafica de los residuos, esta debe ser aleatoria y homocedastica.
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Estadistica descriptiva VIII. Recta de regresién. Coeficiente de correla-
cién lineal y cdlculo del mismo. Posiciones de las rectas de regresién
segun el valor del coeficiente de correlacion.

Este tema estd elaborado como una adaptacién de la siguiente bibliografia:

AM Montiel Torres, FJ Baron Lépez y F Rius Diaz (1997). Elementos bdsicos de estadis-
tica econdmica y empresarial. Editorial Thomson

D Pefia (2002). Regresion y Andlisis de Experimentos. Alianza Editorial

Douglas Montgomery, Elizabeth Peck y Geoffrey Vining (2006). Introduccion al andli-
sis de regresion lineal. México: Limusa Wiley Carlos Camacho, AM Lépez y MA Arias
(2006). “Regresion lineal simple”. En: de Apuntes no publicados de la asignatura Andlisis
de datos II de la licenciatura de Psicologia, Universidad de Sevilla

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E1 INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

19.1 Introduccion

En el tema 17 se han desarrollado conceptos como el de la distribucién condicionada
o el de la correlacion entre dos variables. A través de estos conceptos se han podido
detectar que en algunas ocasiones existen relaciones entre dos variables. De forma que
la informacién de una nos ayuda a predecir el valor de la otra.

Dia a dia nos encontramos fenémemos que nos gustaria predecir a través de modelos
estadisticos. Sin embargo, no sabemos cual es la causa principal que los origina. En
regresion debemos tener cuidado con la interpretacion del coeficiente de correlacion
lineal. La ausencia de correlacién no implica la independencia de las variables y al
contrario puede ser que exista una correlacién lineal préxima a uno y sin embargo
sea por casualidad y no la causa. Cuando formulamos un modelo de regresién nos
debemos de basar en una teoria que sustente la relaciéon entre las dos variables.

Supongamos que se desea saber la nota media de la EvAU en la Comunidad de Madrid
a partir de la nota media de segundo de bachiller. Parece 16gico ver cuales han sido
las notas de los estudiantes que han tenido la misma media en segundo de bachiller y
calcular la media de esta distribucién condicionada. Este procedimiento tiene el incon-
veniente de que si la variable independiente es continua no podemos calcular todas las
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distribuciones condicionadas.

Para resolver este problema lo que se suele hacer es modelizar, es decir buscar una
funcién que relacione las dos variables. Asi, en el caso de las notas de la EvAU dibu-
jariamos el diagrama de dispersién poniendo en el eje de abscisas las nota media de
segundo de bachiller y en el eje de ordenadas la nota media de la EvAU y analizariamos
si una recta es la funcién que mads ajusta la nube de puntos.

En este ejemplo parece sencillo identificar cual es la variable independiente y cual la
variable dependiente, pero no siempre es asi. El primer problema con el que se encuentra
el investigador es como establecer de forma clara las variables que son causa (variables
independientes), las que son efecto (variable dependiente) y las que interviniendo en el
experimento que deben ser controladas para no intruducir ruido en el anélisis de datos.
La variable independiente debe ser controlada y medida con instrumentos apropiados
para poder cuantificar los efectos que se producen en la variable dependiente debido a
los cambios producidos en la variable independiente.

19.2 Recta de regresién

Cometio un error
de -30 en su
ultima prediccion

7

No importa. Con los dos
ultimos clientes me
equivoqué en +10 y +20.
En término medio el error

es cero.

Figura 19.1

La teoria de la regresion tiene por objeto definir la estructura de dependencia que mejor
explique el comportamiento de una variable (dependiente o explicada) en funcién de
otra (independiente o explicativa).
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En el caso de la recta de regresion el modelo matematico que mejor explica la relacion
entre las dos variables es una recta.

Ui = Bo + Bix;

A la variable dependiente habitualmente se le denomina Y y a la variable independiente
X.

19.2.1 Hipotesis y estimacion

Para que un modelo de regresion lineal sea bueno, no solo nos debemos fijar en la
media de los errores que se comenten, cuando le utilizamos para predecir la variable
dependiente.

Para que los resultados de la regresion lineal sean fiables se necesita tener al menos 30
datos y asi poder utilizar el Teorema Central del Limite y afirmar que las estimaciones
son consistentes. Ademas, las variables deben verificar las siguientes hipotesis:

1. La relaciéon entre las variables debe ser lineal o existe una transformacién en los
datos después de la cual se consigue la linealidad.

2. Los residuos o perturbaciones deben tener media cero, homocedasticidad y no ser
autocorreladas (esfericidad de los residuos).

19.2.2 Limitaciones del método de minimos cuadrados

Tal y como se ha visto en el tema 18, el método de regresién por minimos cuadrados
es muy util para estudiar una variable respuesta continua en funcién del predictor o
variable independiente. Sin embargo, bajo determinadas circunstancias y a pesar de
existir una relacion lineal entre las variables, el método de minimos cuadrados puede
no ser adecuado.

Ejemplo 1.

Veamos un ejemplo donde se analiza una determinada variable Y para la poblaciéon
entre 10 y 22 afnos.

La recta de regresion obtenida por el método de minimos cuadrados es:

y = 2,2237z + 6, 449 (19.1)
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65

y = 2,2237x + 6,449 +e

60

55

50

45

Variable Y

40

35

30

25
8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Edad

Figura 19.2

Variable truncada: la variable dependiente estd truncada cuando faltan datos de la
muestra (solo se han vacunado a mayores de 12 afios). En este caso solo se puede
modelizar para este sector de la poblacion.

Siguiendo con el Ejemplo 1, si ahora solamente tenemos datos para los mayores de 12
afios y aplicamos la técnica de minimos cuadrados para calcular la recta de regresion,
se obtiene la siguiente recta:

y=2,1697z + 7,3376 + ¢ (19.2)

Si comparamos la ecuacion de la Figura 19.2 y la de la Figura 19.3 vemos que la recta
de regresion ha cambiado, esto es debido a que esta recta de regresién no contempla a
los menores de 12 afios, por lo tanto no se puede extrapolar la ecuacion 19.3 a toda la
poblacién.
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5%

y=2,1697x + 7,3376 + e

54

49

44

39

34

29
12 14 16 18 20 22 24

Figura 19.3

Variable dependiente censurada: a veces algunas mediciones son incompletas y cuando
su valor es mayor (menor) de un cierto valor se le asigna un ntiimero simbdlico.

Un ejemplo de este tipo de datos es cuando la medicién se hace con un instrumento
que no detecta valores mayores que un limite superior o menores que un limite inferior
(termOmetros, balanzas, ...) o cuando trabajamos con variables escala donde una de las
clases es menor o igual a K1 o mayor o igual a Ks.

Veamos ahora que pasa con la recta de regresion del Ejemplo 1 si la variable ¥ no
pudiese medir los valores menores de 35. En este caso a todos los individuos cuyo valor
de Y es menor que 35 se le asignara el valor 35 o el valor 0.

Si le asignamos el valor 35, utilizando el método de minimos cuadrados se obtiene la
siguiente ecuacion:
y = 1,8534x + 12,594 (19.3)

y si le asignamos el valor 0 se obtiene:

y = 4,916z — 38,011 (19.4)

De nuevo si comparamos las ecuaciones de las Figuras 19.4a y 19.4b con la de la Figura
19.2 observamos que las rectas de regresiéon han sido modificadas, la hipétesis de que
a una variable que no se puede medir exactamente se le asigne un valor minimo o
méximo distorsiona la verdadera nube de puntos.
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y =1,8534x + 12,594

[ J

«
Sy

&
S

y=4,916x- 38,011

Variable Y’
Variable Y’
w
&

20

(a) Se han sustituido los valores menores (b) Se han sustituido los valores menores
de 35 por 35 de 35 por 0

Figura 19.4

Modelos Tobit (1958): surge como evolucién del modelo censurado, considera que
existe una variable latente Y* no observable y, una variable Y observable formada por
la parte no censurada de Y*. El objetivo es ser capaz de estimar pardmetros de Y*
empleando solo la muestra de la parte observable.

Como conclusién se puede afirmar que solamente si la variable dependiente es Libre, es
decir, continua que puede tomar cualquier valor de R la técnica de minimos cuadrados
es Optima.

19.2.3 Interpretacién de los coeficientes de la recta de regresién

Si se calcula la recta de regresion utilizando la técnica de minimos cuadrados se obtiene
la siguiente ecuacion:
' Sxy Sxy
Y=9- 7+ = 19.5

Comparando la ecuacién 19. 5 con la ecuacion de la recta:

Yi = Po + Pri
se obtiene que:
PR
0 Y Sg(
g S
_ OXY
A 2

Bo o termino independiente es el valor que toma la variable Y cuando la X =0

y

1 o coeficiente de regresién nos va a indicar el tipo de dependencia que hay entre las
dos variables, de manera que si:
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* (3 > 0indica que la dependencia es positiva, por lo tanto si un individuo tiene
mayor valor en la variable X que otro, en media, el valor de la variable Y serd
mayor.

Ejemplo 2.
Para poder estimar el peso de nuestros futuros estudiantes, hemos realizado una

encuesta entre los actuales, donde se les preguntaba a cada uno su peso y altura.

Después de comprobar que el diagrama de dispersién nos indicaba que podia
haber una relacién lineal entre las dos variables, calculamos la recta de regresién,
obteniendo la siguiente ecuacion:

y; = 0,87x; — 79,32
Y esta expresada en kg. y X en cm.

Aunque la recta de regresion estd definida para todo R, en este caso solo tiene
sentido para los valores de X que hacen que la Y sea positiva. Estudiantes que
miden al menos 92cm.

Bo: en este ejemplo no tiene sentido, pues no puede ocurrir que una persona mida
cero cm.

p1: nos indica cuanto se incrementa el peso de un estudiante medio cuando la
altura varia en un centimetro. Asi si un estudiante crece un centimetro, en media,
su peso se incrementara en 0,87 kg.

Si queremos predecir el peso que va a tener un nuevo estudiante que mide 170
cm, sustituyendo en la recta de regresiéon obtenemos, redondeando, 69kg.

y; = 0,87 %170 — 79,32 = 69

* 3 < 0indica que la dependencia es negativa, es decir, que si un individuo tiene
mayor valor en la variable X que otro, en media, el valor de la variable Y serd
menor.

Ejemplo 3.

Veamos ahora como predecir la temperatura media en un determinado lugar
geografico dependiendo de su latitud (el estudio se realiza el mismo dia para
todas las observaciones).

Realizamos el diagrama de dispersion y a la vista del grafico, calculamos la recta
de regresion, obteniendo la siguiente ecuacion:

y; = —1,83x; + 116,75

Y estd expresada en °F y X en grados, en este ejemplo solo se han tomado tempe-
raturas en el hemisferio norte.

Bo: en este ejemplo si se puede interpretar, pues z = 0 indica que estamos en el
Ecuador y la temperatura media es de 116, 75°F' = 47°C

Tema 19. Estadistica descriptiva VIII



19.3. Coeficiente de correlacion lineal y célculo del mismo 72

f1: nos indica cuanto disminuye, en media, la temperatura cuando ascendemos
un grado en la latitud. El signo de 3, indica el tipo de dependencia, en este caso la
dependencia es inversa, a medida que subimos al Polo Norte la temperatura va
disminuyendo.

Para predecir la temperatura media en la peninsula espafiola (latitud 27°) , susti-
tuimos en la recta de regresion y obtenemos una media de .

gi = —1,83 % 27+ 116,75 = 67,34°F = 19,6°C

* 31 = 0indica que la recta de regresién es: y; = 3, por lo tanto la media de la
variable Y permanece constante para todas las variables Y/X = z;. La recta de
regresion es paralela al eje de abscisas.

19.3 Coeficiente de correlacién lineal y calculo del mismo

Como ya se vi6 en el Tema 17, el coeficiente de correlacién lineal o coeficiente de
correlacién de Pearson expresa el grado de dependecia entre las dos variables y viene
dado por la expresion:
p—r— Sxy
Sx Sy

Siendo: Sxy la covarianza entre las variables X e Y
Sx la desviacion tipica de la variable X
Sy la desviacion tipica de la variable Y’

Si conocemos la recta de regresion de Y sobre X se puede obtener el coeficiente de
correlacion lineal a partir de /.

SXY SXY SX - SXY SX SX
Y

TSy SxSvSx | 5% S 'Sy

Propiedades del coeficiente de correlacién

* los valores del coeficiente de correlacion lineal no tiene dimensiones y van entre
—1y 1. Indicando 1 una relacién funcional directa y —1 una relacién funcional
inversa.

¢ Si las variables son independientes entonces p = 0, al contrario no tiene por qué
verificarse. Si p = 0 puede ocurrir que exista dependencia funcional entre las dos
variables, siendo la funcién que relaciona a las variables no lineal.

* Sip > 0 por la relacién directa que existe entre p y 3;, existe una dependencia
positiva entre las dos variables.

* Si p < 0 existe una dependencia inversa entre X e Y, es decir, si se aumenta el
valor de X también aumenta Y.
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Ejemplo 4.

En el Ejemplo 2 hemos analizado la variable Peso a partir de la variable E'statura
obteniendo la siguiente ecuacion:

y} = 0, 871‘1 - 79, 32.

En el Ejemplo 3 se predecia la temperatura media en un determinado lugar
geografico dependiendo de su latitud, se obtenia la siguiente ecuacion:

g = —1,83z; + 116, 75.

Aunque el coeficiente de correlacién lineal solamente nos indica el grado de
dependencia lineal entre dos variables sin distinguir entre variable dependiente
y variable independiente, también se puede utilizar para saber cual de los dos
modelos realiza mejores predicciones.

El coeficiente de correlacién en el caso de Peso-Altura es 0, 76, al ser positivo nos
indica que la dependencia es directa. A mayor altura, mayor peso.

En el caso Temperatura-Latitud el coeficiente de correlacion lineal es —0, 90, en
este caso al ser negativo nos indica una dependencia inversa. Mayor latitud, en
media, implica menor temperatura.

Si ahora comparamos en valor absoluto los dos coeficientes, la dependencia lineal
es mds fuerte entre el par de variables Temperatura-Latitud que entre Peso-Altura.
Esto no implica que el primer par de variables estén més relacionadas que el
segundo, pues como ya se ha sefialado anteriormente, la falta de dependencia
lineal no implica que exista independencia entre las variables.

Sin embargo, si utilizamos la recta de regresion para hacer predicciones de las
variables dependientes, lo que si se puede afirmar es que, las predicciones para la
variable Temperatura serdn mds aproximadas que para la variable Peso.

Si escribimos:
52
2 e
r?=1-2¢
Sy
esta expresion nos indica que el coeficiente de correlacién lineal al cuadrado es el
porcentaje de varianza de la variable dependiente que estd explica por la variable

dependiente.
r r? | Reduccién de la Varianza
Peso-Altura 0,76 | 0,58 58 %
Temperatura-Latitud | 0,90 | 0,81 81 %
Tabla 19.1
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En nuestro caso, la varianza de la variable Peso se reduce en un 58 % y el de la

Temperatura en un 81 %.

¢ Cuando en una muestra hay subgrupos (sexo, provincias, ...) podemos encontrar
que el coeficiente de correlacion sea distinto en cada subgrupo y muy diferente

del calculdo para todos los individuos.

12
10
> a
:'E
4
2
. Grupo 2
0 2
-3
Variable X
Figura 19.5
Ti | Yi | TilYi ?Ji2 1712
12| 8| 96 | 64 | 144
10| 8 | 80 | 64| 100
117 | 77 |49 | 121
8 | 7] 56 |49 | 64
7 6| 42 |36 49
9 | 8| 72 | 64| 81
8 | 7| 56 |49 | 64
9 (7| 63 | 49| 81
9 |5| 45 |25 81
8 | 8| 64 | 64| 64
Suma
9 7] 65|51] 85

Tabla 19.2: Datos par el Grupo 1

Para el Grupo 1 se obtiene: Sxy = 0,49, Sy = 0,94, Sx = 1,45

Por lo tanto el coeficiente de correlacién lineal es r =

Sxy
Sx

Sy

=0, 36.

14
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Para el Grupo 2
(o o om0 [ 2]
60| 0 | 0]36
510 0 | 0]25
7110 7 1 |49
61| 6 | 1]36
91218 | 4|81
82|16 | 4 |64
Suma
97|65 |51]85

Tabla 19.3: Datos par el Grupo 2

Sxy =1,8y = 0,81, Sx = 1,34 y por tanto, el coeficiente de correlacion lineal es
r=20,91.

Como podemos observar en el Grupo 1 existe menor dependencia lineal que en el
Grupo 2.

Veamos ahora que ocurre si calculamos el coeficiente de correlacién lineal para
todos los datos.

En este caso Sxy = 3,92, Sy = 3,09, Sx = 1,79 y el coeficiente de correlacién
lineal » = 0, 71.

En el caso que el diagrama de dispersion nos indique que la muestra puede estar
formada por distintos grupos, se debe realizar el modelo de regresion para cada
uno de los grupos y posteriormente evaluar si en todos los grupos la recta de
regresion puede considerarse la misma.

* Valores atipicos, el coeficiente de correlaciéon es muy sensible a los valores extremos
debido a que para su cédlculo se utiliza la media aritmética.
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Variable X

Figura 19.6

En la Figura 19.6 se puede observar como el individuo que no pertenece al grupo
modifica sustancialmente la recta de regresion y el coeficiente de correlacién.

19.4 Posiciones de las rectas de regresién segtin el valor del coeficiente de
correlacion

La recta de regresion lineal de Y sobre X, donde Y es la variable dependiente y X la
variable independiente, hemos visto que viene expresada como:

> S(XY
—y=—(X—1=

Para obtener la recta de regresiéon X sobre Y se procede de forma analoga, repitiendo el

método de Minimos Cuadrados sobre la media de los cuadrados de los residuos, que

en este caso, los residuos de la variable X.

e; = (w; — ;)

Minimizamos la suma de los residuos y obtenemos la ecuacién de la recta de regre-
sion:

Solamente en el caso de que la dependencia lineal sea exacta (r = %1) las dos rectas de
regresion coinciden.
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Ejemplo 5.

A partir de los datos de la siguiente tabla:

X |9 101112 |13 14|15
Y |29]31(32|37|36|40 | 43

Tabla 19.4: Célculos intermedios

se van a calcular las dos rectas de regresion.

Para ello construimos la siguiente tabla:

X[V [ X2] Y2 [ Xy
9 [ 29| 81 | 841 | 261
10| 31 | 100 | 961 | 310
11] 32 | 121 [ 1024 | 352
12 37 | 144 [ 1369 | 444
13| 36 | 169 | 1296 | 468
14| 40 | 196 | 1600 | 560
15[ 43 | 225 [ 1849 | 645
Suma
84 | 248 | 1036 | 8940 | 3040

Tabla 19.5: Célculos intermedios

y a partir de ella se calculan las propiedades de las variables X e Y que se necesitan
para obtener las rectas de regresion.

Vector de medias: 4 248

Covarianzade X e Y: 3040
SXY = T - 12*35,43 = 9,14

Varianza de X:

1036
S§:—7——1?:4

Varianza de Y: 2940
5@-::—?7———35,432::21,96
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Coeficiente de regresion para la recta de Y sobre X:

9,14
B =T=2,29

Coeficiente de regresion para la recta de X sobre Y

9,14
= =0,42
b 21,96

Sabiendo que la recta de regresiéon de Y sobre X es:

A B S B
Y—yZSLg(X—w)

La ecuacién de la recta de regresion de Y sobre X es:

Y — 35,43 = 2,29(X — 12)

46
a4 y =2,29x + 8,07
42
40
38
36
34
32

Valores de la variable Y

30
28

26
8 9 10 11 12 13 14 15

Valores de la variable X

Figura 19.7

La recta de regresion de X sobre Y viene dada por:

Y =)= —7)

Sustituyendo los pardmetros de la ecuacién, se obtiene la siguiente recta:

A

X —12=0,42(Y — 35,43)

16

17
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17

16

x=0,42y - 2,7509

15

14

13

12

11

Valores de la variable X

10

26 28 30 32 34 36 38 40 42 44

Valores de |la variable Y

Figura 19.8

Si se dibujan las dos rectas de regresion sobre el mismo grafico se obtiene la siguiente
representacion:

46

44 Recta de regresion de X sobre ¥

47 Recta de regresion de Y sobre X

40
38
36 @

34
Centro de gravedad (12, 35,43)

Valores de la variable Y

32
30
28

26
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Valores de la variable X

Figura 19.9

Como podemos observar en la Figura 19.9 las dos rectas de regresion se cortan en el
centro de gravedad (7, y) = (12; 35, 43).
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Para que las dos rectas fuesen coincidentes las dos pendientes deberian de ser inver-
sas.

Recta de regresion de Y sobre X

Recta de regresion de X sobre Y

despejando la variable Y para ponerlas las dos de la misma forma, obtenemos:

.53 ,
Y —y= (X — )
SXY
Por lo tanto para que sean coincidentes
St Sxv
Sxy 5%

Esta igualdad solamente se verifica si r? =1, es decir, si existe dependencia funcional
lineal.

SQ
En nuestro caso 2 = = = 0,952,
X~Y

Propiedades de las rectas de regresién

1. Todas las rectas de regresion pasan por el punto (z, 7). A este punto se le denomina
centro de gravedad. La mejor estimacion para la variable Y cuando X = Z es su
media () y viceversa, la mejor estimacién para la variable X cuando Y =y es 7.

2. Sila correlacion lineal es cero, las rectas de regresion son perpendiculares.
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Valores de |a variable Y
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Figura 19.10

Que la correlacion lineal sea cero indica que son variables linealmente indepen-
dientes y por lo tanto la mejor estimacién para la variable Y sera su media (y),
independientemente del valor que tome la variable X. la recta de regresién de YV’
sobre X es paralela al eje de abscisas, Y = 7.

Si la variable que queremos estimar es la variable X, calculamos la recta de regre-
sién de X sobre Y y como la Sxy = 0 volvemos a obtener una recta paralela al
eje, en este caso paralela al eje de ordenadas, X = . La mejor estimacién para la

variable X, en este caso, es su media z para cualquier valor de Y.

Sir = £1 las dos rectas de regresion son coincidentes.

En el caso de que r = 1 la dependencia es positiva y las rectas de regresiéon son
crecientes.

Sir = —1la dependencia es negativa y las rectas de regresion son decrecientes.

Si|r| # (0, 1), las dos rectas de regresién son no coincidentes. Cuanto mayor sea el
coeficiente de correlacién menor seré el &ngulo entre las dos rectas de regresiéon
como se puede observar en la Figura 19.11.

El producto de los dos coeficientes de correlacién es igual al coeficiente de deter-
minacién. Coeficiente de regresion para la recta de Y sobre X:

o SXY
Bl - Sg(
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R?=0,6692

37,00

14,00 R?=0,1146

35,00

33,00

31,00

29,00

27,00
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(a) Rectas de regresion con r préximo a1l (b) Rectas de regresién con r préoximo a 0

Figura 19.11

Coeficiente de regresion para la recta de X sobre Y:

/ SXY
By = Sz

Si multiplicamos (3, * 3] se obtiene:

Sty

ﬁ Bl 82 SQ = R2
6. Se cumple las siguientes relaciones:
Sx
br=r S_Y
g S
Bi=rg.
Ejemplo 6.

Analicemos los datos que corresponden a un experimento donde se mide la longitud de
distintos muelles dependiendo del peso que se ponga en el extremo.

Peso O|2 |5 |1117 2 |5 1115|1716
Longitud Muelle | 8 | 28 | 31 |49 | 72 | 19 | 21 |25 |62 | 35| 30

Tabla 19.6: Datos del experimento

Lo primero representamos los datos del experimento
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Longitud del muelle (Long(M))
= N w £ (€] ()] ~ 00
o o o o o o o o

o

Peso

Figura 19.12: Diagrama de dispersién

En la Figura 19.12 se puede observar una dependencia directa, para asegurarnos que
existe una dependencia lineal calculamos el coeficiente de correlacién lineal.

H Peso \ Long(M) H Peso*Long(M) \ Peso? \ Long(M)? H

0 8 0 0 64
2 28 56 4 784
5 31 155 25 961
11 49 539 121 2401
17 72 1224 289 5184
2 19 38 4 361
5 21 105 25 441
11 25 275 121 625
15 62 930 225 3844
17 35 595 289 1225
16 30 480 256 900
Medias
918 | 3455 | 39973 | 12355| 1526,36
Tabla 19.7

A partir de los datos de la Tabla 19.7 calculamos:
S(Peso Long(M)) = 82,54, S(Long(M)) = 18,25, S(Peso) = 6,26 y r = 0, 72
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Lo que nos indica que la dependencia lineal entre las variables es buena.

Calculamos el Coeficiente de Determinacion: R? = 0,52 por lo tanto, mas del 50 % de
la varianza de una de las variables es explicada por la otra a través de un modelos
lineal.

A continuacién calculemos las dos rectas de regresion.
Sidenominamos Y ala variable Pesoy X ala variable Longitud del Muelle (Long(M)).

La recta de regresioén del Peso sobre Long(M ) viene dada por la expresion:

Y —g= SXY(X—@).

Sk

Si sustituimos, obtenemos la siguiente ecuacién de la recta
- 82,54

Y —-9,18=— X — 34,55).

9,18 332, 98< 55)

La otra recta de regresion de Long(M ) sobre Peso es:
A S
X —z="20(Y —p)
Sy
82,54

' — = (Y -9,1
X — 34,55 39,24( 9,18)

Como se puede observar las dos rectas de regresién no son coincidentes, esto es debido
a que la relaciéon de dependencia entre ellas no es perfecta, r # 0

80
70 Long(M)=2,1034Peso + 15,232 L
R?2E0,5214
60 @
Peso =0,2479Long(M) + 0,6188

50

40

30

20

Longitud del muelle (Long(M))

18

Peso

Figura 19.13: Diagrama de dispersion
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Tema 20

Distribucién de frecuencias n-dimensional. Regresién multiple. Regre-
si6n lineal multiple, correlacién lineal multiple y parcial. Multicolinea-
lidad.

Este tema estd elaborado como una adaptacién de la siguiente bibliografia:

Roberto Montero Granados (2016). “Modelos de regresion lineal multiple”. En:
Granada, Espafia: Departamento de Economia Aplicada, Universidad de Granada

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

20.1 Introduccion

En este tema vamos a aprender coémo analizar la relaciéon simultdnea de més de dos
variables. La técnica que emplearemos seré la regresion lineal multiple. También in-
troduciremos los estadisticos: coeficiente de determinacién mdltiple, coeficiente de
correlacién multiple y parcial, etc.

Trabajaremos con tablas donde tengamos multiples variables y analizaremos la relacién
entre todas las variables o algunas de ellas. Por ejemplo, se puede disponer de tablas
como la siguiente:

ID X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

1 283 299935 4 44000 0 283.139 304935 84881.605
2 280 74244 3 44394 1 560478 1451.88 207883.2
3 2 396775 4 43539 1 6.299 1124325  793.55

4 270 668465 2 44146 0 1080.396 2595.86 180485.55
5 66 17485 6 43647 1 330.379  884.25 11540.1
6 312 689985 7 43882 (0 1872.441 404891 215275.32
7 394 437125 5 43888 0 2758926 3100.875 172227.25
8 178 326.835 4 44122 0 1424.891 2530.68 58176.63
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20.2 Distribucion de frecuencias n-dimensional

En muchas ocasiones interesa estudiar el comportamiento de més de una variable
aleatoria en una poblacién. El andlisis no solo debe ser unidimensional (cada variable
por separado), también es necesario analizar su comportamiento conjunto con el fin de
determinar la influencia de una en otra u otras.

Para realizar el estudio conjunto de las variables aleatorias, lo primero que vamos a
definir es la distribucién de frecuencias multidimensional.

Individuo | X1 | Xo | X3 | ... | Xi
1 T11 T21 T31 Tk1
2 12 T922 32 Lo
3 13 | T23 | X33 | ..o | Tk3
i T1; T2 T3 Tlei
N T1IN ToN 3N TN

Tabla 20.1: Valores de las variables X7, ..., X},

Estas variables pueden ser cualitativas o cuantitativas, en este tema nos vamos a centrar
en las cuantitativas puesto que para realizar una regresion se necesitan caracteristicas
como la media, la varianza o la correlacion lineal. Estas caracteristicas se pueden calcular
tanto en el caso de variables aleatorias continuas como en el de variables aleatorias
discretas.

Ejemplo 1. Un grupo de cuatro estudiantes han aportado la siguiente informacién para
un estudio:

Horas de estudio Consumo de cafeina Peso
1 0,25 58
3 0,92 76
5 1,43 61
8 2,15 55

La tabla anterior consta de 3 variables y 4 observaciones. Por tanto, la distribucién es
tridimensional.
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Representacion grafica de distribuciones n-dimensionales

La representacion gréfica de distribiciones n-dimensionales supone un aumento en la
complejidad en cuanto al nimero de ejes necesarios para representar todas las varia-
bles. Por este motivo, la representacién se suele hacer a nivel bidimensional, eligiendo
dos variables del conjunto de variables; o a nivel tridimensional, eligiendo tres variables.

Por ejemplo, la representacion de los datos del Ejemplo 1 seria la siguiente:

Horas de estudio

80

Peso

75
70

60

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

Consumo de cafeina

Figura 20.1: Representacion de las horas de estudio (X;), consumo de cafeina (X3) y
peso (X3)

Alternativamente, se puede fijar una tercera variable (o varias variables) y para ese
valor concreto de la tercera variable (o los valores fijados para varias variables) se
construyen gréficos bidimensionales con otras variables. Y lo mismo para los graficos
trimidimensionales.

Ejemplo 2. Se han medido cinco variables para medir el funcionamiento de las maquinas
de una fébrica. Los datos aparecen en la siguiente tabla:
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X Xo X3 Xy X;
15 10,25 158 0,345 23
23 092 476 0,275 62
65 143 561 0,149 29
48 2,15 755 0,901 70
15 10,25 158 0,345 23
15 825 145 0,290 30
23 092 476 0,275 62
65 143 561 0,149 29
48 2,15 755 0,901 70
15 10,25 158 0,345 23
23 092 476 0275 62

La tabla anterior consta de 5 variables y 11 observaciones.

También podriamos recoger los datos del siguiente modo:

X1 Xo X3 Xy X5 ny jklm
15 10,25 158 0,345 23 3
23 092 476 0,275 62 3
65 143 561 0,149 29 2
48 2,15 755 0,901 70 2
15 825 145 0,290 30 1

Todo lo estudiado para las distribuciones unidimensionales y bidimensionales puede
aplicarse a los datos anteriores. Es decir, podemos calcular la media de la variable X y

el momento ordinario bidimensional de orden uno para X; y orden uno para Xs.

Los estadisticos unidimensional y bidimensional serian:

La representacién conjunta de las variables X;, X, y X5 seria la siguiente:

X, = 32,27;

CLH(Xl, XQ) = 94, 62.
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50 60

X1
40

70

XE

30

60
50

20
.

40
30

10

20

X2

Figura 20.2: Representacion de las variables X;, X5 y X5

Por ultimo, también es posible representar la relaciéon de tres variables fijando los valores
de una cuarta variable. En las siguientes figuras representamos la relacion de Y, X y
X5 en funcién de los valores de la variable X5.
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0.0 0.5 1.0

X1

2.0

25

3.0

358

200

400

600

1000
800

1200

[a]

>

Figura 20.3: Representacion de la relacion de las variables Y, X; y X, cuando X5 =0

Tema 20. Estadistica descriptiva IX



20.3. Regresion multiple 92

-10

=20

-30

-40

-50

- — - 400 &
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-200
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70

X1

Figura 20.4: Representacion de la relacion de las variables Y, X; y X, cuando X5 > 0

20.3 Regresion multiple

El tipo de variable es importante sobre todo en el caso de la variable dependiente, pues
dependiendo del tipo se utilizard uno u otro modelo de regresion.

H Tipo de variable dependiente | Modelo H

Continua Lineal

Dicotémica Logit o probit

Recuento Poison o Binomial
Factor ordenado Logit o probit ordenada
Porcentaje Regresion fraccional

Tabla 20.2: Distintos modelos de regresion

La interpretacion de los coeficientes parciales de regresién tendran distintas interpreta-
ciones dependiendo del tipo de variable.

Aunque existen muchas técnicas de regresién en funcién del tipo de variables y de la
forma funcional supuesta entre ellas, las mdas elementales (aunque las mas potentes
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en el sentido de que se puede obtener més informacién) son las lineales. La regresiéon
lineal supone que la relacién entre dos variables tiene una forma lineal (o linealizable
mediante alguna transformacion de las variables).

20.3.1 Regresion lineal mailtiple

La regresion lineal simple estima una variable a partir de otra, sin embargo, estos
modelos suelen ser insuficiente para entender fenémenos minimamente complejos
en la que influyen mas de dos variables. En el modelo de regresion lineal multiple
suponemos que mds de una variable tiene influencia o esté correlacionada con el valor
de una tercera variable. Por ejemplo, en el peso de una persona pueden influir su edad,
el género o la estatura entre otras.

110

a0 100

80

Peso

50

70
m|=

Edad

45

60

40
35

30
25

50

40

20

150 160 170 180 190 200 210 220

Altura

Figura 20.5: Representacion del peso, altura y edad para los grupos Ay B

La regresion lineal multiple es una extension de la regresion lineal simple. Si se utiliza
la regresién para evaluar la influencia que tienen los predictores sobre ella, debemos
mostrar cautela para no malinterpretar causa-efecto.

La regresiéon miultiple genera un modelo lineal entre una variable dependiente (va-
riable end6gena) Y y un conjunto de variables independientes (variables exdgenas o
predictores) X, X, X3, ..., X, de forma que cada observacion y; se puede poner como
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combinacién lineal de las observaciones de los predictores més un residuo.

Ui = Bo + Bix1i + Baai + ... + BrTi
Y = Bo + Bix1i + Boxoi + ... + Brxp + €

siendo:
Bo: es la ordenada en el origen, es decir, el valor de la variable dependiente Y cuando
todos los predictores son cero.

B;: es la variacion media de la variable Y cuando se incrementa en una unidad de la
variable predictora X; y se mantienen constantes el resto de variables. Se conocen como
coeficiente parcial de regresion.

y;: la estimacion de la variable Y para el individuo i-ésimo a través del modelo de
regresion.

e;: es el residuo o error, la diferencia entre el valor observado y el estimado por el
modelo para cada individuo.

Es importante tener en cuenta que la magnitud de cada coeficiente parcial de regresiéon
(B:) no estd asociada a la importancia del predictor X;.

Los modelos de regresion multiple requieren las mismas hipétesis que la regresion
lineal simple y ademads entre los predictores debe existir independencia. Por lo tanto es

importante comprobar las hipétesis de heterocedaticidad, multicolinealidad y especifi-
cidad.

20.3.2 Regresion lineal miiltiple para 3 variables

Dada una distribucién conjunta de Y, X; y X5, se ajusta el plano

y = Po+ prz1 + Paz.
Los pardmetros que nos interesan determinar son:
/807

/817
Pa.

Para ello, al igual que en el caso de regresion lineal simple, nos interesa minimizar la
nube puntos por minimos cuadrados de la siguiente diferencia:
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Yi — Ui

Es decir, se busca minimizar la suma de cuadrados de la diferencia entre el valor real y
el predicho:

Z(yz — )%

Y los valores /3, 31, y 2 se obtienen resolviendo el siguiente sistema matricial:

Z Yi N Z T14 Z To; Bo
1Y | = L1 xy; T1;T24 1
> > PIEETIEDY 8
2 T2;Y; 2 Ta; Z T1;T24 Z 5531 B

Y si despejamos las betas y la matriz es invertible, la solucién del sistema anterior
es:

50 N Z L14 Z X2 Z Yi
Bi] = qu Zﬂﬁi quxm Zmliyi
B2 Z X2 Z X124 Z 1’%1 Z T2iYi

Ahora operamos:

2
o SXQSX1Y - SX1XQSX2Y

B =

2 2 Q2
SXlng X1 X2
2
5 SXl‘SXQY - SX1XQSX1Y
2= 2 Q2 2
SXlng - SX1X2

50 = Y/ - ﬁle - 52)22

Aqui, se debe recordar la matriz de varianzas y covarianzas de las variables tiene la
siguiente configuracion:

2
SX1 SX1X2 SX1Y
— 2
SX1X2Y - SX2X1 SX2 SXQY
2
SYXl SYXQ SY

Sustituyendo el valor de 3, en la ecuacion y = fy + S121 + P29, se tiene que

y=Y — 31 X1 — o Xo + Bi21 + Boo,

y operando

y—Y = Bi(x1 — X1) + Bo(z2 — X2)~
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Y recopilando todos los valores obtenidos, tenemos que

S,%(stly - SXlXQSXQY (,ﬁUl o Xl) + S?(ISXQY - SX1X25X1Y
Sg(lsg(Q - S§(1X2 S§(1S§(2 - S§(1X2

Es evidente, que la expresion del denominador de /31 y 32 no debe anularse para poder
obtener una solucién de estos pardmetros. Es decir,

S%. 5%, — Sx.x, # 0.
Centro de gravedad

El centro de gravedad de una nube de puntos es aquel punto formado por las medias
de todas las variables (end6gena y exégenas) que construyen el hiperplano de regresion.
En el caso de tres variables, el centro de gravedad es:

(Xll X?/ }_/)
Supongamos que las medias de las variables Y, X; y X, son: 82,59, 0,34 y 523,59.

Entonces, estos valores serdn el centro de gravedad de la nube de puntos entre estas
tres variables.
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Figura 20.6: Representacion del centro de gravedad del plano de regresién de Y sobre
X1 y XQ

Planos de regresion

El plano que hemos obtenido se conoce como plano de regresién de Y sobre X; y Xo.
También es posible obtener los planos de regresiéon de X; sobre X, e Y, y el de X, sobre
X; e Y. Estos planos se pueden expresar como:

vy = By + Biaz + Boy,
Ty = By + Bz + By,
Supongamos que deseamos analizar la relacién entre las variables peso (Y'), consumo de

sustancias adictivas (X) e ingesta de grasas (X). Graficamente, podriamos realizar las
siguientes representaciones en relacién con qué variable consideramos como endégena:
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Peso

Consumo de grasas

0.0 01 0.2 03 0.4 0.5 0.6 07

Consumo de sustancia adictiva

Figura 20.7: Representacion del plano de regresiéon de Y sobre X; y X,
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Peso

Consumo de sustancia adictiva
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Consumo de grasas

Figura 20.8: Representacion del plano de regresiéon de X; sobre X, e Y
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Consumo de sustancia adictiva
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Figura 20.9: Representacion del plano de regresion de X, sobre Y y X,

Predicciéon

Ante una nueva observacion, la estimacién del valor de yx; se realiza sustituyendo en
la ecuacion del hiperplano los valores: z1n41, Zan+1, ..., Trn+1. Es decir, se sustituyen los
valores nuevos en la siguiente expresion:

Ui = Bo + Bix1i + Baa; + ... + BrTi

Ejemplo 3. Sean las variables Y, X; y X, de las que se disponen los datos siguientes
procedentes de un laboratorio:

Y Xi X,
1 40 2
2 50 3
3 70 4
4 75 6
5 80 7
6 100 8
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Se desea determinar el plano de regresién de Y sobre X; y X, para estimar el valor de y
cuando z; = 68 y x5 = 5. Esto debe hacerse por minimos cuadrados.

En primer lugar, podemos representar la nube de puntos de nuestros datos.

40 50 60 70 80 90 100

X1

Figura 20.10: Representacién de la nube de puntos

Para construir el plano de regresién, vamos a crear las siguientes columnas:

?/12 37%@ ﬂfgz YiT14 Yi2; T1iT2

1 1600 4 40 2 80
2500 9 100 6 150

9 4900 16 210 12 280

16 5625 36 300 24 450

25 6400 49 400 35 560

36 10000 64 600 48 800

> =91 Y =31025 > =178 > =1650 > =127 > =2320

El vector de medias es:
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Y 3,50
X, | = 169,17
X, 5,00

La representacion del centro de gravedad seria:

X2

40 50 60 70 80 90 100

X1

Figura 20.11: Representacion del centro de gravedad del plano de regresiéon de Y sobre
X1 y X2

La matriz de varianzas-covarianzas es:

2,92 32,92 3,67
Syx,x, = | 32,92 386,81 40,83
3,67 40,83 4,67

Ahora nuestro objetivo es determinar los valores de 3y, 81 y 2 para hallar el plano de
regresion y = By + Bix1 + Baxa.
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Sustituimos:

S% Sx,y — S S

61 — Xo 2X1Y2 X12)(2 X2Y — 0,0282
SXlng - SXng
S% Sx,y — S S

62 _ X 2X2Y2 X12X2 X1Y — 0,5387
SXlng - SXng

Bo=Y — i X1 — foXo = —1,1462

Y nuestro plano es:

y = —1,1462 + 0,02827; + 0, 5387x5.

La representacion del plano de regresion de Y sobre X; y Xo:

T
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Figura 20.12: Representacion del plano de regresion de Y sobre X; y X,

Por ultimo, la prediccién es:

y = —1,1462 40,0282 % 68 4 0, 5387 * 5 = 3, 4649.
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20.3.3 Analisis de los residuos: correlaciéon multiple y parcial

La correlaciéon multiple se analiza de forma analoga al caso bidimensional.
Varianza residual

La varianza residual se obtiene como

N
G2 _ Zi:l e?

€ N Y

donde:
e; =i — Ui, 1o que equivale a que y; = J; + ¢;.

La relacién entre la varianza residual y la varianza de Y es:

2 _ Q2 2
Sy =55 + 5S¢
El coeficiente de determinacién multiple

El coeficiente de determinacién multiple toma valores entre 0 y 1 y mide en qué grado
la variable Y depende de las variables ex6genas X, Xy, ..., Xj. Este coeficiente tiene en
cuenta las variables ex6genas de forma conjunta y se suele expresar en porcentajes. Se
denota por R? (como en el caso bidimensional) y viene expresado como:

2
_ g%
Sy Sy
* Valores de R? préximos a 0 indican un ajuste inadecuado y que las variables

exogenas no explican la variable endégena (es decir, independencia entre ellas). Si
el valor es 0, el ajuste indica que todas las variaciones son debidas a los errores.

R? =1

En la siguiente grafica se muestra un ejemplo de un caso donde el valor del
coeficiente de determinacién multiple es préximo a cero.
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Figura 20.13: Representacion de la relacion de las variables Y, X; y Xs: coeficiente de
determinacién multiple = 0,0107

* Valores de R? proximos a 1 indican un ajuste aceptable. Es decir, cuanto mas
alto sea el valor de R?, mejor ajuste y mayor proporcion de variabilidad que se
consigue explicar con nuestro modelo. Si el valor es 1, el ajuste es perfecto.

En la siguiente grafica se muestra un ejemplo de un caso donde el valor del
coeficiente de determinacién multiple toma un valor alto.
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Figura 20.14: Representacion de la relacion de las variables Y, X; y X5: coeficiente de
determinacién multiple = 0,8317

El coeficiente de correlacién lineal multiple

El coeficiente de correlacién lineal multiple de Y respecto de las variables X, X, ..., X}
se obtiene como la raiz cuadrada positiva del coeficiente de determinacién multiple.
También toma valores entre 0 y 1. Se denota por r y viene expresado como:

r=+vV RZ2

El coeficiente de correlacién parcial

Cuando nos quedemos con un subconjunto de las variables ex6genas, tendremos los
coeficientes de correlacion parcial. Si nos quedamos con dos o més variables exégenas,
el coeficiente de correlacion parcial se obtiene como lo hemos visto anteriormente. Pero
si nos quedamos con una tnica variable exdgena (o incluso si se considera la regresiéon
de Y sobre cada una de las variables exdgenas), el coeficiente de correlaciéon parcial
se obtiene como en el caso del modelo de regresién lineal simple. La férmula es la
siguiente:
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_ SYX
Sx Sy’

r

No obstante, otro modo maés habitual de medir la correlacién parcial de Y y X, mante-
niendo X, constante viene expresada por la siguiente expresion:

, . TyYXx, —TYXoTX: X
YX1.X2 = .
1—r2 1—r?
Y X, X1X2

r representa el coeficiente de correlacién de Pearson. Y la expresion anterior se pue-
de extraplorar para cualquier combinacién de variables exd6genas. Cuando no existe
correlaciéon entre la variable Y y la variable ex6gena X, y tampoco entre X; y Xy, el
coeficiente de correlacién parcial anterior coincidira con el coeficiente de correlacion de
Person (que es el caso expuesto al principio).

En la préctica, usaremos este tltimo coeficiente de correlacion parcial que mide la varia-
cién conjunta entre dos variables (una dependiente y otra independiente) controlando
por el efecto de una tercera variable (independiente).

Ejemplo 4. Retomando los datos del Ejemplo 3, vamos a calcular el coeficiente de deter-
minacién multiple, el coeficiente de correlacion multiple y los coeficientes de correlacién
parciales.

Empezamos construyendo las siguientes columnas:

Yi T T Ui € 6?

1 40 2 1.0605 -0.0605 0.0037
2 50 3 1.8815 0.1185 0.0140
3 70 4 29849 0.0151 0.0002
4 75 6 42034 -0.2034 0.0414
5 80 7 4.8832 0.1168 0.0136
6 100 8 59866 0.0134 0.0002

Por tanto, el coeficiente de determinacién multiple es:

s

-8 S2 . 0,0122
-3

—Ze— = 0,9958.
S2 2,92

R? =1

En nuestro caso, el R? toma un valor muy alto cercano a 1. Por lo que podemos concluir
que hemos conseguido explicar el 99,58 % de la variabilidad de nuestro problema.

Por su parte, el coeficiente de correlacion multiple es:
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r = +vR2 = 0,9979.

Este coeficiente también presenta un valor alto. Lo cual contribuye a determinar que exis-
te una alta dependencia entre la variable Y y las variables exdgenas X; y X, en conjunto.

Por otro lado, también es posible calcular el coeficiente de correlacién lineal entre Y y
Xy, yentreY y X,.

32 92
- z — 0,9795
T 509 %386 81
367 _ 9038

X T S99 4,67

El coeficiente de correlacion parcial de Y y X;, manteniendo X, constante es:

7"3/)(1.)(2 = 0, 8021

Previamente, hemos obtenido el coeficiente de correlacién entre las variables exdgenas
(0,9607).

20.4 Multicolinealidad

La multicolinealidad es un problema que se produce cuando se desean calcular los
coeficientes de la ecuacién de regresiéon y nos encontramos que al menos dos varia-
bles exdgenas son linealmente dependientes. Este hecho produce que el sistema de
ecuaciones que pretendemos resolver carezca de solucién, dado que existe proporcio-
nalidad entre variables (por ejemplo, entre z1; y z2;). A nivel matricial, esto supone
que el determinante de la matriz que queremos invertir es cero. Lo que la hace invertible.

En el caso del modelo de regresion lineal para 3 variables, si existe multicolinealidad
(o colinealidad), y la correlacién entre las variables exdgenas es perfecta, pasara que
S%,5%, — Sx,x, = 0. Por tanto, no se pueden obtener los valores de 3y, 31 y (..

En el modelo de regresion lineal multiple, para solucionar este problema se puede selec-
cionar previamente un subconjunto de variables exdgenas entre las cuales no exista una
alta o perfecta correlacion (o dependencia) entre ellas y expliquen mejor la variabilidad
de la variable endégena.

Ejemplo 5. Retomando los datos del Ejemplo 3, vamos a analizar la relacién entre las
variables exdgenas del modelo.

En primer lugar, el coeficiente de correlacion entre las variables exégenas X; y X, toma
un valor muy alto:
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o 40, 83
XX T /386,81 % 4, 67

En la nube de puntos también se aprecia la relacion positiva entre ambas variables:

= 0,9607.

40 50 60 70 80 90 100

X1

Figura 20.15: Representacién de la nube de puntos de X; y X,

2 2 2 Avt :
En segundo lugar, comprobamos que Sy, Sk, — S%, x, No sea proximo o igual cero.

S%, 5%, — Sk, x, = 137,7315.

Por altimo, si consideramos que existe una alta correlaciéon entre las variables X; y Xo,
podemos quedarnos con la variable X, para explicar la variable Y. Recordemos que
el coeficiente de correlacion era superior con la variable X, (ryx, = 0,9938, frente a
ryx, = 0, 9795)

En la préctica se utilizan el factor de inflaciéon de la varianza (FIV') y la tolerancia
(T') para analizar la presencia de multicolinealidad en un modelo de regresion lineal
multiple. Estos indicadores son f4ciles de obtener en la mayoria de paquetes estadisticos.

El factor de inflacién de la varianza (F'IV) se calcula como:
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1
FIV = ——
- R

donde:
R? es el coeficiente de determinaci6n de la regresién de la variable X; sobre el resto de
variables exdgenas.

FIV toma valores positivos.

¢ Si FIV = 1, no hay problemas de multicolinealidad entre la variable ex6gena
estudiada con el resto de variables exégenas.

¢ Si FIV se encuentra entre 1 y 5, se considera que existe un problema de multi-
colinealidad bajo entre la variable ex6gena estudiada con el resto de variables
exdgenas.

¢ Si FIV se encuentra entre 5 y 10, se considera que existe un problema de multicoli-
nealidad medianamente alto entre la variable ex6gena estudiada con el resto de
variables exdgenas.

¢ Si FIV >10, se considera que existe un problema serio de multicolinealidad entre
la variable exégena estudiada con el resto de variables ex6genas.

La tolerancia (T) es el denominador del factor de inflaciéon de la varianza. Es decir,

_ 2
T=1-R;.

Se considera que existen serios problemas de multicolinealidad cuando la tolerancia es
inferior a 0,10.

Por otro lado, también se puede entender que tenemos serios problemas de multicoli-
nealidad cuando R} > 0,9.

Retomando nuestro ejemplo, los valores de FIV y T son:

1 1
= = 12,9777

FI1V =
1— RJQ. 1 —0,96072

T=1-R}=1-0,9607> =0,0771

A la vista de los valores del FIV y T, podemos concluir que tenemos serios problemas
de multicolinealidad entre las variables exégenas X; y Xo.
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En nuestro ejemplo s6lo tenemos dos variables exégenas, por lo que FIV y T toman el
mismo valor para las dos rectas de regresion que se pueden crear con las variables X; y
Xo.

Problema propuesto. Se desea calcular el plano de regresiéon de Y sobre X y Z para
predecir una nueva observacién que toma los valores z = 500,671 y z = 5. Los datos se
presentan en la siguiente tabla:

Y X Z
296 466.715 5
211 44385 7
148 474785 6
247 800.275 4

48 626.77 5
332 496.305 1
439 44654 7

88 637.53 4

78 687.295 3
373 305315 5
245 31742 7
456 61332 3
472 47344 5

5 80162 4

41 689985 6
131 232.685 6
324 203.095 3
429 396.775 3

Por ultimo, se recomienda la lectura de otros libros de varios autores para ampliar los
conocimientos respecto de la materia estudiada (Tomeo Perucha y Ufia Juarez 2009;
Pefia 2001).
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Numeros indices. Los indices simples. Propiedades de los indices sim-

ples. indices complejos. Indices de Laspeyres y Paasche. Indices de
precios, de volumen y de valor.

Este tema estd elaborado como una adaptacién de la siguiente bibliografia:

AM Montiel Torres, FJ] Barén Lopez y F Rius Diaz (1997). Elementos bdsicos de estadis-
tica economica y empresarial. Editorial Thomson

P. Martin Guzman (2006). Manual de estadistica: descriptiva. Thomson - Civitas

José Miguel Casas Sanchez y col. (2010). Estadistica para las ciencias sociales. Editorial
Universitaria Ramoén Areces

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

21.1 Introduccidon

En los temas anteriores se han analizado variables estadisticas aisladas desde el punto
de vista descriptivo y la relacién entre ellas a través de la correlaciéon y de la regresion.
Para su estudio no se ha tenido en cuenta el momento de recogida de los datos.

En este tema se van a analizar las variables estadisticas a lo largo del tiempo mediante
la creacion de distintos indicadores denominados niimeros indices. Estos indices nos
ayudan a abordar el problema de la comparacién de una serie de observaciones respecto
a una situacion inicial.

Lo normal es que estas comparaciones se hagan mediante cocientes para eliminar las
unidades de la variable que se estd midiendo.

Sectores como la economia y el mundo de los negocios se caracterizan por su dinamismo.
Sin embargo, es necesario realizar comparaciones que indiquen su evolucién, tanto en
el tiempo como por zonas geogréficas, y para ello se necesitan medidas estadisticas
referenciadas a un momento o una zona determinada.

namero indice: un niimero indice es una medida estadistica que permite estudiar la
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evolucion que se produce en un magnitud simple o compleja con respecto al tiempo o
al espacio.

Los ntimeros indices estan incorporados en nuestra vida diaria. Un ejemplo es el Indi-
ces de Precios de Consumo de Espafia que se utiliza constantemente para actualizar
pensiones, alquileres, etc.

Para crear distintos niimeros indices debemos definir:

periodo base o de referencia este momento se fija arbitrariamente por el investigador.
Elegir el periodo base es uno de los principales problemas pues el periodo de referencia
debe ser un momento donde ninguna de las variables que vayamos a medir sea atipica.
Por ejemplo este afio 2021 o el afio pasado no deberan ser periodos de referencia en
economia, debido a la pandemaia de la COVID-19.

periodo actual que es el momento que se desea comparar con el periodo de referencia.

21.2 Indices simples

Denominamos indices simples a aquellos que estdn referidos a una tinica magnitud, mi-
den la variacién en tanto por uno entre el dato de referencia y el dato actual. Al periodo
o la zona que se elige de referencia se le asigna el valor 100, el resto de los valores nos
indicaran el porcentaje de variacion que se ha producido respecto al periodo o zona base.

Es muy habitual multiplicar por cien el nimero indice y expresarlo en porcentaje.
Los indices simples mas utilizados son:

Precio relativo: es la razén entre el precio de un bien en el momento actual y el precio
en el perido de referencia.

Cantidad relativa: es la razén entre la cantidad producida o consumida de un cierto
producto en el momento actual (zona estudiada) y la cantidad producida o consumida
en el periodo de referencia (zona de referencia).

Valor relativo: el valor de un bien se calcula como el producto de la cantidad del bien
por su precio (P; * ();). El valor relativo serd el cociente del valor actual entre el valor de
referencia.

Veamos un ejemplo donde se analiza la evolucién del precio de un determinado pro-
ducto.
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Ano Precio del bien
2010 1,2
2011 1,5
2012 1,8
2013 2,1
2014 2,2
2015 24

Tabla 21.1: Afio y precio del bien

Se define el namero indice simple como el cociente entre el precio en el momento actual
y su precio en el momento de referencia.

Y,
15:7;*100

Siendo 0 el periodo de referencia y ¢ el momento que se estd valorando.

Afio Indice de precio base 2010
2010 100 %

2011 125 %

2012 150 %

2013 175 %

2014 183,3 %

2015 200 %

Tabla 21.2: Indice de precios de un bien con referencia a 2010

La interpretacion de este indice de precios es muy sencilla. Se observa que en el afio de
referencia (2010) el valor es el 100 % y en 2015 es el 200 %, es decir entre el 2010 y el 2015
el valor del bien se ha duplicado.

Si se quiere comparar entre dos o méas productos, cudl de ellos ha sido el que mas se
ha revalorizado se deben utilizar los nimeros indices porque al no tener unidades no
depende del precio del bien.
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Ano Precio del articulo1 Precio del articulo 2
2010 1,2 200
2011 1,5 250
2012 1,8 275
2013 2,1 300
2014 2,2 325
2015 24 375

Tabla 21.3: Precio medio de dos articulos desde 2010 a 2015

Calculamos los ntiimeros indices para cada articulo y obtenemos los siguientes resulta-
dos:

Afio Indice articulo1 Indice articulo 2
2010 100 100 %

2011 125 125 %

2012 150 137,5 %
2013 175 150 %

2014 183,3 162,5 %
2015 200 187,5 %

Tabla 21.4: Indice de precios de los articulos 1y 2 con referencia a 2010

En la Tabla 21.4 se observa que el crecimiento del precio del articulo 1 fue mayor para
cualquier afio que el del articulo 2.

A partir de los nameros indices se puede calcular la tasa de variacién porcentual.

SiY;, es el valor de un bien en un periodo ¢, y Y;, el valor en un periodo ¢,. A partir del
ntimero indice /;> podemos obtener su tasa de variacion.

Se define como tasa de variacién o variaciéon porcentual al cociente entre el incremento
del valor del bien en el periodo [¢1, t;] y su valor en el instante ¢;.

Tap(Y) = 570 x100=

= (F-1)=100=
= 122100

Tabla 21.5: Valores de las n variables en k periodos

Una de las tasas mas utilizadas es la tasa de variacion interanual, cuando las observa-
ciones correspenden al valor del bien en dos afios consecutivos.

Tema 21. Estadistica descriptiva X



21.3. Propiedades de los indices simples 116

21.3 Propiedades de los indices simples

Es importante enumerar algunas de las propiedades de los niimeros indices sim-
ples.

Existencia: el nimero indice siempre existe y es finito.

Identidad: siempre
I} =100 %

Propiedad circular: esta propiedad es interesante para cuando es necesario cambiar el
periodo de referencia.

Y,
152?;*100:1;*131

Inversion:

-
0 ]'t()

Encadenamiento:
t _ gt t—1 t—2 1
Io=1,_ 1,75« 1,75 ... x I

Esta propiedad es muy utilizada debido a la complejidad que tiene elegir el periodo de
referencia y la pérdida de informacién del indice a medida que transcurre el tiempo.
Parece mucho mas importante comparar los precios de la luz actuales con los del afio
pasado que con los que tenia hace 20.

Adicién: si tenemos dos magnitudes simples X yY y I = X + Y entones

Xo

Xt Y
Xo+ Yo

Xo
IHV)y= "2 %100 =I'(X)———— + I (Y
o(V) X0+Y0* ol )X0+Y0+0()

Multiplicacién: si tenemos dos magnitudes simples Py Q y V = P x Q entones

‘/t t t
BV) = 37+ 100 = B(P)I(Q)

Homogeneidad: si realizamos una transformacién Y = a X el indice queda invarian-
te.

21.4 Indices complejos

En la seccién anterior se trabajé con niimeros indices simples, sin embargo donde es
interesante utilizar nimeros indices es en situaciones més complejas donde intervienen
muchas variables.

Indice complejo: llamaremos indice complejo a un tinico indice que sintetiza la infor-
macién suministrada por los distintos indices simples para cada una de las variables.
Para resumir la informacién de los indices simples se puede utilizar la media aritmética,
la geométrica, la agregativa o la armoénica.
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Un ejemplo de un indice compuesto es el Indice de Precios al Consumo (IPC), este indice
hace referencia al nivel de precios de los articulos de una determinada cesta elaborada
con los productos més consumidos.

Los indices complejos pueden ser ponderados o no ponderados.

21.5 Principales indices no ponderados

Indice no ponderado:

Consideremos que tenemos varios bienes (Y1, Y3, ..., Y,,) alo largo de k periodos. A partir
de los ntimeros indices simples se calcula el nimero indice complejo.

Periodo Articulo1l Articulo2 ... Articulon
1 Y11 Y12 Yin
2 Y21 Y22 Yon
3 Y31 Ys2 Yan
k Yk1 Yk2 Ykn

Tabla 21.6: Valores de las n variables en k periodos

21.5.1 Indice de Bradstreet y Diitot:

se calcula mediante la media agregativa de las n variables.

e > i1 Vi
! Z;LZI yl]

Periodo Precioart.1 Precioart.2 Precioart.3 Indice
2012 125 25 0,25 100 %
2013 150 30 0,30 120 %
2014 160 32 0,31 127,99 %
2015 175 40 0,50 143,43 %

Tabla 21.7: Indice de Bradstreet y Ditot

Este método solo se utiliza cuando todas las variables estdn medidas en las mismas
unidades.
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21.5.2 Indice de Sauerbek:

Si las variables no vienen medidas en las mismas unidades, el procedimiento que se
sigue es calcular el indice simple para cada variable y después hallar la media aritmética
de los distintos indices simples.

2 -1 10(Y5)

I = "
Periodo Naranjas (kg.) Sal(gr.) Aceite (litros)
2012 125 250 100
2013 150 130 90
2014 160 320 120
2015 175 400 150

Tabla 21.8: Valores de las variables en los distintos periodos

Se calculan los indices simples para naranjas, sal y aceite.

Periodo Naranjas (kg.) Sal(gr.) Aceite (litros) Indice complejo
2012 100 % 100 % 100 % 100 %
2013 120 % 52 % 90 % 87,33 %
2014 128 128 % 120 % 125,33 %
2015 140 % 160 % 150 % 150 %

Tabla 21.9: indice de Sauerbek

21.6 Principales indices complejos ponderados

Indice ponderado:

Los indices no ponderados presentan el inconveniente de considerar a todas las variables
igual de importantes. Cuando no todas las variables pesan lo mismo se debe asignar
a cada una ellas una ponderacién w;. Se define el indice complejo ponderado como la
media ponderada de los indices simples.

Si las magnitudes de las variables son homogéneas, se utiliza la media agregativa
ponderada.

i1 Yij W

z * 100 %
i1 YojW;

Ii =

Si las variables no estdn medidas en las mismas unidades, entonces se calcula la media
ponderada de los indices simples.
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" IHYw:
[é _ Z]fln(J( ]) J % 100%
Zj:l wj

Un caso particular de los indices complejos seria la evolucién del valor de los productos
de un determinado almacén o de una determinada cesta de alimentos.

De forma general, se expresa por p;o y gio los precios y las cantidades de los productos
que intervienen en la cesta para la cual se va a calcular su valor en el periodo de
referencia y p;; y ¢ los precios y las cantidades en el momento actual. A partir de estos
datos se formula el indice general del valor como:

I} = M % 100
2 iz1 PioGio
Siendo n el nimero de productos.

Supongamos ahora que se desea saber que parte de la variacion del valor de la cesta de
productos es debido a la variaciéon de los precios y que parte es debido a la variacién de
las cantidades.

21.6.1 Indice de Laspeyres

Indice de precios de Laspeyres

Se define el indice de precios de Laspeyres (IPL) como un indice ponderado que
estudia la variacion del valor de una cesta de productos suponiendo que las cantidades
permanecen constantes en el tiempo, es decir, debida a la variacién de los precios.

1P = 2Pl
i=1 Pioqio

Veamos un ejemplo del indice de precios Laspeyres

Primero calculamos los indices simples de precios para cada producto:

Producto precio de referencia precio actual Indice simple

Prod. 1 0,5 04 80 %
Prod. 2 1,2 1,5 125%
Prod. 3 3,5 3,8 108,57 %

Tabla 21.10: Indice simple de los precios de una cesta de productos

Se observa que el tinico producto que bajo su precio fue el Prod. 1 (80 %) y el que mads
subi6 fue el Prod. 2 (125 %). A partir de estos indices simples lo que se calcula es la
variacion del valor de la cesta formada por los tres productos pero cada uno con un
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peso diferente (el peso es proporcional a la cantidad de cada producto que hay en la
cesta)

Producto pic ¢ Ppiogio Indice simple I} (Prod.i) * piogio
Prod.1 05 3 1,5 80 % 120
Prod.2 12 5 6 125 % 750
Prod.3 35 8 28 108,57 % 3040

Total 35,5 3910

Tabla 21.11: Ponderacién de los precios de los productos de la cesta por las cantidades

Otra forma de definir el indice de precios de Laspeyres es:

Z?:l Ié(PTOdZ) k Pio4qio N
Zi]il Piogio

A partir de la tabla 21.10 se obtiene el indice de Laspeyres como

IPL, = 100

3910

—— = 110,14
35,5 ’

Indice de cantidades de Laspeyres

En economia existe una gran variedad de cantidades, pero las méds importantes son los
voltiimenes producidos por las empresas o los consumidos por las familias.

El indice de cantidades de Laspeyres (IQL) valora la variacion del valor de una pro-
ducciéon o de un consumo debida a la modificacion de las cantidades producidas o
consumidas. Las cantidades ¢;; son ponderadas por el precio final de venta si nos referi-
mos a consumo o valor afiadido por unidad producida si nos referimos a produccién p;.

IQL, = M %100
i=1 4i0Pi0

Ejemplos de indices de Laspeyres mds utilizados en la economia espafiola son:

Indice de Produccién Industrial para su obtencién se realiza una encuesta de periodici-
dad mensual que sondea todos los meses més de 9.000 establecimientos. Este indicador
mide la evolucién de la produccién industrial excluida la construccién.

Indice de Precios Industriales este indicador mide la evolucién de los precios de los
productos fabricados y vendidos en el mercado interior. Para su calculo se realiza
mensualmente una encuesta en mds de 6.000 establecimientos industriales.
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21.6.2 Indice de Paasche

Indice de precios de Paasche

Si se analiza el indice de precios de Laspeyres parece que no es muy légico pensar
que las cantidades de cada producto van a mantenerse constantes en el tiempo. Por
ejemplo no parece 16gico pensar que la cantidad de productos infantiles que consume
una familia no van a variar a lo largo del tiempo.

Es este el motivo que ha llevado a los economistas a disefiar otros indices que midan la
variacion del valor de la cesta debido a los precios pero sin la restricciéon de que todos
los productos se ponderen por las mismas cantidades a lo largo del tiempo.

El indice de precios de Paasche (IPP) se define como

1PPl = 2= Puldit 1
21-11 DPioqit

Es decir, se mide la variacién del valor de la cesta debido a la variacién de los precios
suponiendo que en el periodo de referencia se adquirieron las cantidades las mismas
cantidades que en el afio actual.

Veamos cual es el indice de Paasche para el ejemplo anterior:

Producto pio  pit Qi DioGit DitGit

Prod.1 05 04 4 2 1,6

Prod.2 12 15 6 7.2 9

Prod.3 35 38 8 28 304
Total 372 41

Tabla 21.12: Ponderacién de los precios de los productos de la cesta por las cantidades
en el afio actual

En este caso el indice de precios segtin Paasche vendra dado por el cociente

41
37,2

+100 = 110, 22

El indice de Paasche indica que la subida ha sido no de un 10, 14 % como indicaba
el indice de Laspeyres, si no de un 10, 22 %, la diferencia es que las cantidades de los
productos de la cesta habian variado del periodo 0 al periode t.

Indice de cantidades Paasche

En este caso los coeficientes de ponderacién son medidos como en el caso del indice de
precios de Paasche en el momento actual y no en el periodo de referencia. Asi el indice
de cantidades Paasche (IQP) se define como:
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IQP; = M % 100

Zizl qioDit

21.6.3 Indice de Edgeworth

Indice de precios de Edgeworth

En este indice que denotaremos como IPE se utilizan como coeficientes de ponderacién
la suma de los utilizados en los indices de Laspeyre y Paasche.

wW; = Piogio + Pioqit

Obteniendo la expresion:

o Pit g,
Zi:l piowl

IPE} = S
=1 7%

x 100 =

Z?zl pit(qio + qit)

= x 100 =
> iy Dio(gio + Git)

IPE} =

Z:-L:l PitGio + Z?zl Ditqit .

IPE} = &£&¢ &
° Zizl PioGio + Zizl DioGit

100

Si utilizamos los datos de la Tabla 21.10 y 21.11 podemos calcular los sumatorios
necesarios para calcular el indice de Edgeworth:

ZpiOQiO =35,5
i=1
> pudio = 39,1
i=1
ZpiOQit = 37,2
i=1

Z Pitqi = 41
i=1

39,1+ 41

2% TR 100 = 110,17
35.5+37.2 AT%

IPE! =

Como podemos observar este indice es un promedio del indice de Laspeyres y el de
Paasche.
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Indice de cantidades de Edgeworth

Este indice es equivalente al de precios cambiando precios por cantidades y ponderando
por suma del valor en el periodo de referencia mas el valor en el momento actual en el
supuesto que la cantidad sea la misma que en el periodo inicial .

Ponderaciones w; = q;opio + GioPit

S Gubio + > ry GitDit .

IQE! = &&¢ &
’ Zizl QioPio + Zizl qioPit

100

21.6.4 Indice de Fisher

Indice de precios de Fisher

En la seccién anterior se observa que dependiendo del indice que se utilice los resultados
son diferentes si las cantidades consumidas no se han mantenido constantes en el tiempo.
Ante este problema, el estadistico Fisher construy6 un nuevo indice que proporciona un
valor medio entre el indice de Lasspeyres y el indice de Paasche.

El indice de Fisher (IPF) se define como la media geométrica de los indices de Laspeyres

y Paasche.
IPF! = \/TLL « I P}

Para el ejemplo que venimos viendo el [ F} = /110, 14 * 110,22 = 110, 18

Este indice es muy poco utilizado por los economistas, ya que se necesitan los dos
indices y, el indice de Paasche necesita disponer de la informacién actualizada tanto de
los precios como de las cantidades de cada uno de los productos de la cesta, en cada
uno de los periodos.

Indice de cantidades de Fisher

De forma andloga al indice de precios de Fisher, se construye el indice de cantidades
de Fisher (IQF) como la media geométrica de los indices de cantidades de Laspeyres y
Paasche.

IQF! = \/ILL P}

21.7 Propiedades de los principales indices complejos ponderados

Cuando se estudiaron las propiedades de los indices simples en la secciéon 21.3, se enu-
meraron como propiedades de estos indices su existencia, identidad, circular, inversion,
encadenamiento, adicién, multiplicacién y homogeneidad.

Para los indices complejos ponderados no siempre se cumplen estas propiedades.
Veamos algunos ejemplos:
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Indice de Bradstreet y Diitot cumple todas las propiedades de los niimeros indices
simples.

Indice de Suerbeck para este indice ni la propiedad de inversion ni la circular se

cumplen.
> i1 oY)

Il =

0 n

Indices de Laspeyres y Paasche no cumplen ni la propiedad de inversién ni la circu-
lar.

Indices de Edgeworth y Fisher la tinica propiedad que no se cumple es la circular.

La propiedad de proporcionalidad para los indices de Paasche, Edgeworth y Fisher
se verifica pero con ciertas limitaciones. Para los indices de precios se debe suponer
que al variar los precios en ciertas proporciones las cantidades no varian. Para los
indices de cantidades la hipotesis es que los precios se mantienen constantes frente a las
variaciones de los precios.

21.8 Indices de precios, de volumen y de valor

Como resumen, cuando la variable que se va a analizar es el precio. Los ntimeros indices
maés utilizados se pueden clasificar en:

( Simples

Sin ponderar Sauerbek
Bradstreet-Diitot

Indices de precios Complejos Laspeyres

Paasche
Edgeworth
Fisher

Ponderados

\ \

Los indices de precios, volumen (cantidad) o valor, asociados a las principales variables
macroecondmicas son aquellos donde el valor puede definirse como la multiplicacion
de “precio” por “cantidad”. Estos indices son clave al momento de conocer y analizar
tanto la coyuntura econémica y social de un pais como las tendencias en el medio y
largo plazo.

La estimacion de esos tres indices, debe cumplir que el producto del indice de precios
(IP) por el de volumen (IQ) dé el indice de valor (IV), puede basarse en diferentes
enfoques metodolégicos.

1. Estimacién por separado los indices de precios, de cantidades y de valor, poste-
riormente se ajustan para que verifiquen que [ P} « IQ} = IV} .

2. Estimacion del indice de valor y el de precios por vias diferentes y calcular el de
volumen a partir de estos.
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3. Estimacion del indice de valor y el de volumen por vias diferentes y calcular el de
precios a partir de estos.

4. Estimacion integrada de los indices de precios, volumen y valor utilizando una
misma via directa o en su defecto fuentes de informacién articuladas de forma
eficaz y eficiente. En este caso la metodologia lleva necesariamente a que se cumpla
la ecuacion I P IQf = IV{.

Las recomendaciones internacionales han puesto un gran énfasis en las metodologias
asociadas a la produccién de indices de precios.

En particular, son muy valiosos e importantes los manuales publicados recientemente,
referidos al Indice de Precios al Consumidor, los Indices de Precios al Productor y los
Indices de Precios del Comercio Exterior, en cuya elaboracién participaron el FMI, la OTT
y otras agencias internacionales (Mundial s.f.(b),Mundial s.f.(a), Alvarez y Durdn Lima
2011).

Se considera a estos manuales como un gran aporte en todo lo referente al conocimiento
de la teoria de indices de precios y a las estimaciones de indices, pudiéndose encontrar
en los mismos muchas recomendaciones de gran impacto a nivel practico.

Uno de los objetivos de la creacion de estos indices es apoyar las estimaciones de cuentas
nacionales en lo referente a niveles y evoluciones del PIB (producto interno bruto) y
el VBP (valor bruto de la produccién) desagregado por ramas de actividad a precios
corrientes y constantes, y las desagregaciones del PIB por el lado de la demanda y de la
retribucion de los factores. Ademads nos ayudan a analizar la evolucién de los precios,
donde se producen excedentes y como evoluciona la rentabilidad, etc.

En Economia es habitual comparar el valor de los articulos a lo largo del tiempo, pero
esto es imposible salvo que la serie esté referenciada en precios constantes. Para pasar
de precios corrientes a precios constantes se utilizan los nimeros indices. Una de las
principales aplicaciones de los indices de precios es eliminar el efecto que producen, las
variaciones en los precios de los bienes, en las series de consumo. Todos hemos oido
hablar del poder adquisitivo de los sueldos.

El término inflacién hace referencia a lo que podemos adquirir con un determinado
capital. Si el precio medio de la electricidad en 2020 fue de 40,37€ el megavatio-hora y el
10 de agosto del 2021 fue de 112€ el poder adquisitivo del euro se ha visto reducido al
35 %. Si el precio se ha triplicado con respecto al periodo base, el indice de precios sera
del 300 % y el poder adquisitivo de la moneda (el euro) sera la tercera parte de lo que
era en el afio de referencia.

Cuando se va a trabajar con series monetarias se necesita deflacionar la serie, es decir,
dividir por un indice de precios.

Veamos a través de un ejemplo la relacién entre el indice de precios y el nivel de
vida.
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Ejemplo.

Un determinado ayuntamiento prometié un presupuesto equivalente al de la legislatura
anterior para familias vulnerables. Se supone que todas las familias vulnerables tienen
idénticas preferencias.

Cesta de la compra 2016 2020
Precio de libros 20€/libro 42€/libro
Numero de libros 15 8
Precio medio de los alimentos 2,5€/kilo 3,8€/kilo
Kilos de alimentos 150 300
Gasto total 675€ 1.476€

Tabla 21.13: Gasto de las familias en la legislatura anterior y en la actualidad

Los gastos medios de las familias vulnerables en 2016 eran de 675€ y en 2020 es de
1.476€.

El ajuste para tener en cuenta el coste de vida es mediante el indice de valor:

1,476
T %x100=21
e % 100 8,67 %

lo que indica que el nivel de vida ha subido un 118, 67 %. Por lo tanto, el presupuesto del
2020 se debe incrementar en la misma proporcion para mantener el nivel de bienestar
del 2016.

Veamos que ocurre si calculamos el IPC de Laspeyres.

El coste en el afio 2020 de la cesta adquirida en 2016 es:
15 % 42 + 150 x 3,8 = 1.200€

precios actuales (2020) y cantidades en el afio de referencia (2016).

El IPC resultante es:
1200

675

% 100 = 177,78 %
un aumento del 77, 78 %.
Este calculo infraestima el verdadero valor del IPC porque supone que los consumido-

res no modifican su comportamiento respecto al consumo aunque se modifiquen los
precios.
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21.8.1 Indice de precios al Consumo

El indice de precios de Laspeyres méas conocido es el IPC (Indice de Precios al Con-
sumo) que se elabora en todo el mundo y que en Espafia lo elabora el INE (Instituto
Nacional de estadistica) y lo publica del 12 al 14 de cada mes. Este indicador econémico
es utilizado para deflacionar las series monetarias espafiolas, para actualizar salarios,
alquileres, etc. La precision de este indice depende de su representatividad, es decir
de la ponderacién de cada uno de los productos que se consideran para calacularlo asi
como de los productos que se incluyen en la cesta.

El IPC se empez06 a publicar en Espafia en 1939 con periodo de referencia el 1936 y
hasta 1976 se denominé indice de coste de vida. Hasta 2001 el IPC se calculaba como un
indice de Laspeyres que utilizaba como ponderacion los gastos realizados en la cesta
de la compra de una familia media espafiola en el periodo seleccionado como base (la
cesta contenia 471 articulos y se recogia la informacién de miles de establecimientos de
177 municipios,52 capitales de provincia y 125 municipios no capitales). Este sistema
revisaba, cada vez que se realizaba un cambio de base, la ponderacién de los productos
y la cesta de bienes segtin la Encuesta de Presupuestos Familiares, realizada por el INE.

En enero de 2002 entr6 en vigor el sistema de IPC base 2001. Es un indice més dindmico,
ya que se ha convertido en un indice de Laspeyres encadenado anualmente. De esta
formase se actualizan las ponderaciones mas frecuentemente y se adapta mejor a la
evolucion del mercado. Este nuevo sistema permite la inclusiéon inmediata de mejoras
en la metodologia que ofrezcan distintos foros académicos y organismos nacionales e
internacionales.

En enero de 2017 entra en vigor la base 2016. Entre las caracteristicas de esta nueva base
cabe destacar que incorpora la nueva clasificacién europea de consumo denominada
ECOICOP, lo que implica mayor desglose de la informacién (el ntimero de subclases se
amplia hasta 219).

En la actualidad, la cesta de la compra de las familias espafiolas se forma a partir de
las més de 500 partidas de gasto que hay en la Encuesta Continua de Presupuestos
Familiares. Se seleccionan 479 articulos (cerca de 220.000 precios) clasificados en 12
grupos. Ademads, se producen cambios en la cesta de la compra, se incorporan articulos
como los servicios en linea de video y musica, los juegos de azar o el café monodosis. Y
se eliminan otros como el brandy, la videocamara o el DVD grabable.

Los 12 grupos del IPC base 2016 se subdividen en 43 subgrupos, 101 clases y 219
subclases; 57 rtbricas y 29 grupos especiales.
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| Grupos 2002 2003 2021 |
01. Alimentos y bebidas no alcohélicas 21,86 21,93 23,62
02. Bebidas alcohélicas y tabaco 322 3,18 3,20
03. Vestido y calzado 993 990 6,37
04. Vivienda 11,03 10,68 13,58
05. Menaje 6,36 6,41 594
06. Medicina 281 275 393
07. Transporte 15,58 15,32 12,45
08. Comunicaciones 257 2,73 3,73
09. Ocio y cultura 6,73 6,83 6,79
10. Ensefianza 1,74 1,67 1,66
11. Hoteles, cafés y restaurantes 11,27 11,18 11,64
12. Otros bienes y servicios 691 739 7,10

Tabla 21.14: Grupos de articulos para la elaboracién del IPC y sus ponderaciones

En la Tabla 21.14 se observa como han ido variando las ponderaciones de los distintos
grupos de articulos dependiendo de la incorporacién al mercado de nuevos productos,
de la desaparicion de otros y del cambio de hébitos de los espafioles.

Para poder comparar el IPC entre los paises miembros de la Unién Europea desde 1997,
se publica el IPC armonizado con una metodologia comtn a todos los paises.

Algunas limitaciones del IPC:

* Aunque las técnicas de elaboracion del IPC son muy rigurosas en todos los paises.
Estados Unidos preocupado por que el IPC sobrevaloraba la inflacién encargo,
en 1996, a un grupo de expertos que elaborara un informe sobre esta cuestion
(Informe Boskin). En este informe los expertos estimaron que el IPC americano
podria estar sobrevalorando la inflacién en un 1, 1 % anual, en un rango de valores
que irfa del 0, 8al1, 6 %.

En Espafia, el Servicio de Estudios de “la Caixa”, consider6 que seria muy ttil
disponer de un estudio similar al Informe Boskin y encargé a Fedea su elaboracién.
Los autores, Ruiz-Castillo, Ley e Izquierdo (Ruiz-Castillo, Ley e Izquierdo 1999),
han llegado a conclusiones impactantes, puesto que estiman que el IPC podria
sobrevalorar la inflacién espafiola en un 0, 6 %.

¢ Si escribimos el IPC como el promedio ponderado del IPC en cada uno de los
hogares espafioles, se oberva que la ponderacién de los hogares es directamente
proporcional al gasto del hogar. Como las pautas de consumo de los hogares mas
ricos son diferentes de los mas pobres, no todos los hogares pesan lo mismo en el
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IPC, por lo que el IPC se conoce como un indice plutocratico.

En Izquierdo, Ley y Ruiz-Castillo 2003 se estima que el gap plutocrético en Espafia
fue de 0,234 % en el periodo 1973-1981 y de 0, 055 % entre 1991-1998. Esto indica
que el precio de los productos que los ricos consumen en mayor proporcién han
subido mds que los precios del resto de los bienes.

21.8.2 Indices de precios encadenados

Supongamos que tenemos los indices simples de la electricidad referenciado al afio
2000.

Periodo Precio Indice (ref. 2010)

2010 45,83 100 %

2011 60,22 131,40 %
2012 59,57 129,98 %
2013 57,79 126,10 %
2014 55,05 120,12 %
2015 62,84 137,12 %
2016 48,42 105,65 %

Tabla 21.15: Indice de precios de la electricidad en Espafia

Si se quiere cambiar el periodo base al 2016 para hacer mads f4cil la interpretacién no
se necesitan volver a calcular todos los indices, basta con dividir por el indice en base
2010, es decir, aplicar la propiedad circular.

t 2016
Ity = [20161’8012010 %
It
Lo = % % 100 %
2010
Periodo Indice (ref. 2010) Indice (ref. 2016)
2010 100 % 94,65 %
2011 131,40 % 124,37 %
2012 129,98 % 123,03 %
2013 126,10 % 119,35 %
2014 120,12 % 113,69 %
2015 137,12 % 129,78 %
2016 105,65 % 100 %

Tabla 21.16: Indice de precios de la electricidad en Espafia
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Como alternativa al cambio de base para actualizar los datos, se utiliza el sistema
de indices encadenados o sistemas de bases variables en los que se usa como base el
periodo inmediatamente anterior.

Para ver la diferencia entre el sistema de base fija y el sistema de encadenado se utilizara
el ejemplo anterior del precio de la electricidad en Espafia (Tabla 21.12).

Periodo Precio Indice (ref.2010) Indice encadenado

2010 45,83 100

2011 60,22 131,40 % 1314 %

2012 59,57 129,98 % 98,92 %

2013 57,79 126,10 % 97,01 %

2014 55,05 120,12 % 95,26 %

2015 62,84 137,12 % 114,15%

2016 48,42 105,65 % 77,05 %

Tabla 21.17: Indice de precios de la electricidad en Espafia encadenados

Como se puede observar en la Tabla 21.17 el precio de la electricidad en 2011 subié un
31,4 % con respecto al precio en el afio 2010 y en 2015 volvié a subir un 14,15 % con
respecto al 2014.

Si no tenemos un tnico precio, si no que tenemos una cesta de productos y estamos
utilizando el indice de Laspeyres o Paasche pasar de un periodo de referencia a otro
no es tan sencillo. Por lo tanto cuando estamos elaborando indices complejos no solo
debemos fijar el periodo de referencia, también se debe decidir si se va a elaborar un
indice encadenado o con un periodo de referencia fijo.

En el caso del IPC ya vimos que a partir del 2001 se cambié de metodologia y se pasé6 de
un periodo de referencia fijo a un periodo variable o encadenado. Esto es debido a que
la estructura de gasto de las familias espafiolas estd sometida a una constante evolucién
y a medida que nos alejamos del periodo de referencia se van a producir cambios bien
porque los productos que se tenian en cuenta en la cesta dejan de producirse, porque
aparecen nuevos productos o bien porque el consumo de ciertos productos aumenta o
se restringe considerablemente.

Es importante observar que cuando se cambia de periodo de referencia no solo nos
encontramos con dos periodos diferente, nos encontramos con dos cestas de productos
y cantidades diferentes.

Por lo tanto si se aplica la propiedad circular o de encadenamiento de los nameros
indices a los indices de Laspeyre o Paasche se debe de resaltar que no siempre los
resultados son exactos. Si los productos de la cesta o las ponderaciones han variado de
un periodo a otro el resultado serd una aproximacion.
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21.8.3 Indices implicitos de precios

Entre los indicadores que también pueden observarse para analizar el comportamiento
de los precios, se encuentra el Indice de Precios Implicitos (I}(PI)), que se calcula como
la diferencia entre el Producto Bruto Interno (P B) a precios constantes (en nuestro caso
actual, a precios del afio 1993) y el PB a precios corrientes; esto es, a los precios vigentes
en el periodo al cual se refiere el producto. Este indice se deriva de la Contabilidad
Nacional y utiliza la metodologia de Paasche.

En general, los cambios que se producen en los precios puede ser debido a cambios de
calidad, a la aparicién de nuevos productos o a cambios producidos por la desaparicién
de productos ya existentes. Veamos como se pueden aislar estos cambios.

La produccién bruta (PB) viene dada por el consumo intermedio (C'), la remuneracién
de asalariados (RA), los impuestos indirectos descontando los subsidios (//mS) y los
excedentes de operaciones (F£O).

PB=CI+RA+I1ImS+ EO

Si lo pasamos a términos constantes se debe dividir por los indices de cada una de las
variables.

PB_C[+RA+HmS+EO
ILH(PB)  ILCI)  I{(RA)  I{(IImS) = I{(FEO)

Por lo que el indice de produccién bruta es la produccién bruta entre su deflactor
implicito. Siendo el deflactor implicito una combinacién de los términos constantes de
sus componentes.

PB

CI RA IImS EO
7en T RwA T Tams) T TEo)

14(PB) =

En las cuentas nacionales existen dos métodos alternativos para el cdlculo de las varia-
bles macroeconémicas en valores constantes que, deben dar el mismo resultado.

1. Elaborar los indices de volumenes de tipo Laspeyres, que combinan anualmente
los cambios en las cantidades y calidades de los productos al ponderarlos por sus
precios en el afio base. Asi, el valor agregado econémico se pone en funcién de
las cantidades producidas, eliminandose de los flujos corrientes las incidencias
debidas a las fluctuaciones de los precios.

2. El segundo método consiste en deflactar los valores corrientes de las series me-
diante los indices de precios de Paasche, con base variable. Esto requiere maés
informacién y debemos de tener en cuenta para la comparacién de distintos afios
si las ponderaciones han variado.
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El deflactor implicito de la produccién o indice de precios implicitos (I{(PI) se define,
segln las cuentas nacionales como el siguiente indice de Paasche:

I(PI) = PB(corriente) _ppi— M 100
P B(constantes) SN Do

El origen de este calculo es porque primero se realizan las cuantificaciones del valor de
la produccién, segin los subgrupos preseleccionados. Este valor de la produccion se
sustenta en un amplio y homogéneo detalle de productos, resultantes de la actividad
desarrollada por los establecimientos productores. También se afiade el agregado “otros
productos” generalmente integrado por un conjunto de articulos y subproductos deri-
vados de los procesos productivos bésicos.

Por lo tanto una diferencia entre el I(PI) y el IPC es que el IPC es un indice de
ponderaciones fijas (indice de Laspeyres), o sea que la incidencia de cada bien o servicio
en la cesta total de bienes se mantiene constante a lo largo del tiempo. Por el contrario, el
It(PI) es un indice de ponderaciones méviles (Indice Paasche), o sea que la incidencia
de cada bien o servicio se va modificando a lo largo del tiempo en funcién de la distinta
velocidad relativa de su crecimiento productivo. Ademads, la composiciéon de la cesta de
bienes en ambos indicadores es diferente. El1 / PC' comprende una cesta de productos
y servicios previamente seleccionados y el I¢(PI) incluye todos los bienes y servicios
finales producidos por la economia en un periodo determinado. O sea que el indice de

precios implicitos incluye un universo de bienes y servicios mucho mas amplio que el
IPC.

Bibliografia

Montiel Torres, AM, FJ Barén Lopez y F Rius Diaz (1997). Elementos bdsicos de estadistica
econdmica y empresarial. Editorial Thomson (pédgina 112).

Ruiz-Castillo, Javier, Eduardo Ley y Mario Izquierdo (1999). La medicion de la inflacién en
Esparfia. 17. "la Caixa" (pagina 128).

Izquierdo, Mario, Eduardo Ley y Javier Ruiz-Castillo (2003). “La brecha plutocrética en
el IPC: evidencia de Espafa”. En: IMF Staff Papers (pagina 129).

Martin Guzman, P. (2006). Manual de estadistica: descriptiva. Thomson - Civitas (pagi-
na 112).

Sanchez, José Miguel Casas, Juana Dominguez Dominguez, Carmelo Garcia Pérez,
Emilia Isabel Martos Gélvez, Luis F Rivera Galicia y Ana Isabel Zamora Sanz (2010).
Estadistica para las ciencias sociales. Editorial Universitaria Ramoén Areces (pagina 112).

Alvarez, Mariano y José Elias Durdn Lima (2011). “Manual de comercio exterior y politi-
ca comercial: nociones bésicas, clasificaciones e indicadores de posicién y dinamismo”.
En: (pagina 125).

Mundial, Banco (s.f.[a]). “Manual del indice de precios al consumidor”. En: () (pagi-
na 125).

— (s.f.[b]). “Manual del indice de precios al productor”. En: () (pagina 125).

Tema 21. Estadistica descriptiva X



Tema 22

Series temporales. Componentes de una serie temporal. Modelo aditivo
y multiplicativo. Métodos para la determinacién de la tendencia.

Este tema estd elaborado como una adaptacién de la siguiente bibliografia:

AM Montiel Torres, FJ] Barén Lopez y F Rius Diaz (1997). Elementos bdsicos de estadis-
tica economica y empresarial. Editorial Thomson

Jose Maria Montero Lorenzo (2007). Estadistica descriptiva. Editorial Paraninfo
P. Martin Guzmadn (2006). Manual de estadistica: descriptiva. Thomson - Civitas

Daniel Pefia (2005). Andlisis de series temporales. Alianza

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E]l INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

22.1 Introduccion

Una serie temporal es una sucesién de observaciones realizadas, de forma secuencial,
en el transcurso del tiempo. Los valores de la variable siempre van ligados a instantes
de tiempo.

Toda serie temporal refleja el comportamiento de una variable en el tiempo. Normal-
mente las observaciones se toman a intervalos iguales de tiempo.

Las series pueden tener una periodicidad anual, semestral, trimestral, mensual, etc.
Las compras anuales de una empresa, el nimero de casos infectados al dia por un
determinado virus, la cantidad de ventas diarias, etc.

El anélisis de series temporales tiene dos objetivos: estudiar y modelizar el compor-
tamiento de un fenémeno aleatorio (variable) que evoluciona a lo largo del tiempo y
realizar previsiones de dicho fendmeno en el futuro. Para ello debemos suponer que
las condiciones estructurales que conforman la serie objeto de estudio permanecen
constantes. El enfoque clasico utilizado para alcanzar estos objetivos define a la serie
temporal como la variable dependiente y el tiempo como variable soporte.
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En el andlisis de series podemos distinguir dos grupos de magnitudes: magnitudes
stock y magnitudes flujo.

Magnitudes stock: son aquellas series que toman valores concretos en momentos
concretos del tiempo.

Poblacion Comunidad de Madrid

6.500.000
6.800.000
6.700.000
6.600.000
6.500.000
6.400.000
6.300.000

6.200.000
2015 2016 2017 2018 2019 2020

Figura 22.1: Poblacién en la Comunidad de Madrid

Magnitudes flujo: aquellas que representan el total acumulado de una variable desde
la observacién anterior.
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Variacion del PIB en Andalucia
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Figura 22.2: Variacién del PIB en Andalucia

Mientras que el valor del flujo depende del intervalo que estemos analizando entre dos
valores consecutivos, el stock no esta afectado.

El analisis descriptivo de una serie es el primer paso a la hora de estudiar una serie
temporal. Esta fase nos permite detectar las caracteristicas méds importantes de una serie,
tales como su tendencia (movimiento a largo plazo), la existencia de ciclos, amplitud de
las oscilaciones, presencia de valores atipicos, etc.

La forma mads sencilla de comenzar el anélisis de una serie temporal es mediante su
representacion gréfica. El grafico que se emplea para representar las series temporales
(Y;) es el gréfico de secuencia, el tiempo se representa en el eje de abscisas (X), y la
variable cuya evolucion en el tiempo estudiamos en el eje de ordenadas (V).
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IBEX 35
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Figura 22.3: Secuencia de la serie del IBEX35

22.2 Componentes de una serie temporal

En el andlisis descriptivo de una serie temporal, se basa en la idea de descomponer la
volatilidad de la serie en varias componentes bésicas. Este enfoque no siempre resulta
ser el mds adecuado, pero es interesante cuando en la serie se observa cierta tendencia
y/o cierta periodicidad. Hay que resaltar que esta descomposicién no es en general
tnica. El objetivo por el cual se realiza la descomposicién de la serie en sus componentes
bésicas es encontrar componentes que correspondan a una tendencia a largo plazo,
un comportamiento estacional y una parte aleatoria. Consideraremos que toda serie
temporal que analicemos estd formada por cuatro componentes tedricas: tendencia,
variaciones estacionales, variaciones ciclicas y variaciones residuales.

22.2.1 Tendencia

La determinacion de la tendencia solamente se debe realizar cuando disponemos de
una larga serie de observaciones.

Tendencia: es la componente no observable de la serie que nos explica el comporta-
miento de la variable aleatoria a largo plazo. La denotaremos por 7; y nos permitira
explicar si las medias de los valores de la serie (nivel), en una determinada unidad de
tiempo, aumentan o disminuyen en el periodo que queremos analizar. Es de carédcter
determinista.

Nivel: el nivel de una serie es una medida local de tendencia central como por ejemplo

Tema 22. Estadistica descriptiva XI



22.2. Componentes de una serie temporal 137

la media o mediana, de cada periodo de tiempo que consideremos.

El nivel se calcula cuando tenemos los datos en una unidad de tiempo y queremos
calcular la tendencia utilizando unidades superiores.

22.2.2 Variabilidad

Ademas de la tendencia de una serie es interesante analizar su variabilidad mediante
una medida de dispersién (varianza, recorrido intercuartilico, etc.).

Variaciones ciclicas: son variaciones que se producen con una periodicidad superior al
afo y frecuentemente se manifiestan como consecuencia de periodos de prosperidad y
de depresion en la actividad econémica, o en otras magnitudes cualquiera. Se denotan
Por cik.

Variaciones estacionales: son oscilaciones que se producen con una periodicidad dentro
del afio y que se pueden identificar repetidamente a lo largo de los afios de los que
disponemos datos por analizar. Por ejemplo, las ventas de helados aumentan en verano
y disminuyen en invierno, Las temperaturas en Madrid tienen subidas significativas en
los meses de julio y agosto y son minimas en enero y diciembre, etc. Las denotamos por
Cik-

Estas variaciones se pueden medir en valores absolutos (componente estacional) o en
valores relativos (indices estacionales) respecto a la media global.

Estacidn Meteoroldgica de Alcala de Henares— Fecha Inicial:01-01-2013— Fecha Final:31-12-2020
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Figura 22.4: Secuencia de las precipitaciones diarias en Alcald de Henares

Variaciones residuales: son variables aleatorias independientes con media cero y va-
rianza constante.
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Como los datos son empiricos, es de esperar que de manera natural haya en ellas
pequeiias variaciones aleatorias respecto al modelo tedérico que pretende analizar la
serie con la informacién del resto de los componentes. Es necesario que no presentan
ningtn patrén, es decir, que sean aleatorias y de valor reducido. Estas variaciones
también son llamadas ruido y debe ser aleatorio, impredecible, y con media cero. Las
denotamos por r;j.

22.3 Clasificaciones descriptivas de una serie temporal

1. Las series temporales se pueden clasificar en discretas y continuas, dependiendo
de que la variable que se est4 analizando sea discreta o continua.

2. Otra clasificacion se puede realizar dependiendo de que se puedan o no predecir
con exactitud los valores futuros.

-Se llama determinista, si los valores futuros se pueden predecir con exactitud.

-Si el futuro solo se puede determinar de forma parcial a partir de los valores
pasados de la serie, entonces la serie temporal es estocdstica.

3. Si la clasificacion la realizamos dependiendo de la tendencia y las variaciones
estacionales, nos encontramos con series estacionarias o no.

-Estacionarias: una serie es estacionaria cuando es estable a lo largo del tiempo,
es decir, cuando la media y varianza son constantes en el tiempo. Esto se refleja
graficamente en que los valores de la serie tienden a oscilar alrededor de una
media constante y la variabilidad con respecto a esa media también permanece
constante en el tiempo.

Estacion Meteoroldgica de COLMENAR VIEJO— Fecha Inicial:01-01-2010— Fecha Final:31-12-2020

— Temperatura Mamimas diara
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Tempatalura: "C
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Fecha

Figura 22.5: Serie Temperaturas medias en el municipio de Colmenar Viejo durante diez
anos
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Figura 22.6: Serie Temperaturas medias en el municipio de Colmenar Viejo durante un
trimestre

Como se observa en la Figura 22.5 la temperatura media es constante si nos fija-
mos en unidades de tiempo como el afio, la serie es estable alrededor de un valor
central. Sin embargo, si tomamos unidades de tiempo mds pequefias, como los
dias, esa media va modificAndose y no se observa la estacionalidad de la serie. Lo
mismo ocurre con la varianza.

-No estacionarias: son series en las cuales la tendencia y /o variabilidad cambian en
el tiempo. Los cambios en la media determinan una tendencia a crecer o decrecer
a largo plazo, por lo que la serie no oscila alrededor de un valor constante.

Tema 22. Estadistica descriptiva XI



22.3. Clasificaciones descriptivas de una serie temporal 140
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Figura 22.7: Viajeros en avién y en tren de larga distancia desde junio del 2016 hasta
mayo del 2021. Fuente: www.epdata.es

En este grafico se observa como la media anual es creciente hasta 2019, y en 2020 y
2021 cambia la tendencia y la variabilidad.

4. Dependiendo de la estructura con la que se unen los distintos componentes de
la serie, se pueden clasificar en series con modelo aditivo y series con modelo
multiplicativo.

-Modelo aditivo: si la variabilidad de una serie no depende del nivel significa que
los componentes de la serie se combinan de forma aditiva, es decir, el incremento
debido a la estacionalidad siempre es el mismo, aunque exista tendencia creciente
o decreciente. Esquema aditivo:

Yio =T+ cip+eir+1iy

-Modelo multiplicativo: si la variabilidad y el nivel dependen entre si los ele-
mentos de la serie se combinan de forma multiplicativa. Esto quiere decir que el
incremento debido a la estacionalidad aumenta o disminuye conforme la tendencia
crece o decrece. Esquema multiplicativo:

Y;,t = Ti,t *Cip k€ kTt

Se puede observar que es posible pasar de un modelo multiplicativo a un modelo
aditivo sin mas que aplicar logaritmos neperianos.

Ln(Y;) = Ln(Ty) + Ln(cy) + Ln(e) + Ln(ry)
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Figura 22.8: Representacion gréfica de dos series con distinto esquema de combinacién
entre sus componentes de tendencia y estacionalidad

En el modelo multiplicativo la tendencia se expresa en el mismo tipo de unidad
que las observaciones, y el resto de las componentes en tanto por uno. Sin embargo,
en el modelo aditivo todas las componentes se expresan en las mismas unidades
que las observaciones.

Para estudiar el esquema de la serie temporal debemos analizar si existe depen-
dencia entre variabilidad y el nivel. Una forma de observar esta dependencia
es representando el gréfico de dispersién en el que se representa el logaritmo
neperiano de la mediana (u otra medida de tendencia central) frente al logaritmo
neperiano del recorrido intercuartilico (también se puede utilizar la varianza) de
cada uno de los periodos considerados en la serie.

Otra forma de saber si una serie es aditiva o multiplicativa es analizar la serie de
los cocientes C; y de las diferencias D;:

C Yi k1
i =y
ik

donde C; es el cociente entre dos datos del mismo periodo i correspondiente a dos
anos consecutivos k y k + 1.

D; =Yikt1 — Yig,
siendo D; la diferencia entre dos datos del mismo periodo ¢ correspondiente a dos

afios consecutivos k y k + 1y el subindice ¢ hace referencia al periodo i-ésimo del
ano k.

Para cada una de estas variables se calcula el coeficiente de variacion, de forma
que:

e SiCV(C) > CV(D), la serie presenta un esquema aditivo.
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* En caso contrario, si CV (D) > CV(C), el esquema sera multiplicativo.

Sinos fijamos en la serie de compraventas de viviendas en Espafia:

Ano Primer Segundo  Tercer Cuarto
Trimestre  Trimestre  Trimestre  Trimestre

2007 230.023 202.585 184.326 158.366

2008 162.267 150.981 128.773 110.059

2009 106.523 97.788 109.084 99.998

2008

Cocientes C}; 0,705 0,745 0,699 0,695

2009

Cocientes C}; 0,656 0,648 0,847 0,909

2008

Diferencias D; -67.756 -51.604 -55.553 -48.307

2009

Diferencias D; -55.744 -53.193 -19.689 -10.061

Tabla 22.1: Serie de las compraventas de viviendas en Espafia

Primero calculamos la variable C; y la variable D, y luego para estas variables
calculamos su coeficiente de variacion.

CV(C) = S—OC = 0,1176

CV(D) = %D = 0,4081

como
CV(D) > CV(0),

la serie presenta un esquema multiplicativo.

22.4 Calculo de la tendencia

Calcular la tendencia de una serie es despojar a la serie del resto de sus componentes.
Para calcular la tendencia podemos utilizar distintos métodos: grafico o visual, de
medias moéviles o de ajuste analitico.

22.4.1 Método grifico

Una vez calculada la media en la unidad de tiempo definida, representamos la serie de
las medias para determinar si esta serie es o no estable. En el caso de la serie del IBEX
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vemos que no lo es, la media del valor del IBEX contabilizado cada dia (periodo elegido

para dividir el calendario) va aumentando progresivamente, de manera que presenta
tendencia creciente.

Otra forma de estudiar el nivel de una serie es realizando un box-plot! (diagrama de
cajas) de cada uno de los periodos de tiempo considerados.

lbex 35
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Figura 22.9: Diagramas de cajas por meses del IBEX 35

Al igual que en el caso anterior, donde representdbamos el IBEX, llegamos a la conclu-
sion de que el nivel es inestable y presenta un cambio de tendencia debido a la pandemia.

!Bl diagrama de caja (box-plot) de una variable consiste en un rectdngulo (caja), cuyo extremo inferior
es el primer cuartil de la variable, y el superior el tercero. Este rectangulo estd dividido por un segmento
que representa el segundo cuartil (mediana). Las dos lineas (bigotes) que parten de los extremos del
rectdngulo intentan alcanzar los valores minimo y maximo, pero su longitud no puede superar 1,5 veces

el rango intercuartilico. Si existe algtin valor que queda fuera de los bigotes se representa a parte, con un
asterisco.
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Transaciones de compraventa de viviendas en Espana
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Figura 22.10: Transaciones de compraventa de viviendas en Espafia

22.4.2 Método de medias moviles

Este método es local y no exige la suposicion de una forma funcional para la tendencia.
Este método ademads de para obtener la tendencia se utiliza para transformar la serie
temporal en otra equivalente pero mas suavizada. Generalmente entenderemos por
suavizamiento de la serie la obtencién de unos valores transformados con menos fluc-
tuacion.

Dado un conjunto de observaciones correspondientes a una serie, las medias méviles
tratan de promediar de forma mévil los datos.

Medias méviles de amplitud ¢: un proceso de medias moviles de orden g es un proceso
por el cual la tendencia de Y; se calcula ajustando la serie obtenida como la media
aritmética de q valores consecutivos de Y;.

1. Para g impar:
Se utiliza sobre todo cuando los datos vienen dados en semanas (¢ = 7), trimestres
(¢ = 3), etc. La nueva serie estaria formada por:

_ Yiew +Yorp, + ..+ Yo
q

Tema 22. Estadistica descriptiva XI



22.4. Céalculo de la tendencia

145

Maximos del IBEX | Medias moviles ¢ = 5
9741,3
9669,2
97239 9714,42
9699,8 9726,06
9737,9 9761,02
9799,5 9791,6
9844 9808,16
9876,8 9832,48
9782,6 9869,76
9859,5 9895,74
9985,9 9905,16
9973,9 9940,96
99239 9952,1
9961,6 9909,36
9915,2 9902,7
9772,2 9876,68
9940,6 9869,24
9793,8
9924 4

Tabla 22.2: Ajuste mediante medias méviles de orden ¢ = 5
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Cierres del IBEX 35y serie suavizada mediante
medias moviles de orden 5
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Figura 22.11: Cierres del IBEX y serie suavizada mediante medias méviles de orden 5

2. Para g par:
Se utiliza cuando los datos vienen dados en meses (¢ = 12), cuatrimestres (¢ = 4),
etc.

Cuando ¢ es par el punto medio no coincide con ninguno de los periodos para
los que tenemos datos y debemos de realizarlo en dos fases, primero se realizan
las medias méviles como en el caso impar y después se calcula una nueva media
movil de orden 2.
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Fecha Compraventa de Vi- Medias Méviles Medias Moéviles
viendas Trimestrales  orden 4 orden 2

2007 1T 230.023

2007 2T 202.585
193.825

2007 3T 184.326 185.356
176.886

2007 4T 158.366 170.436
163.985

2008 1T 162.267 157.041
150.097

2008 2T 150.981 144.058
138.020

2008 3T 128.773 131.052
124.084

2008 4T 110.059 117.435
110.786

2009 1T 106.523 108.325
105.864

2009 2T 97.788 104.606
103.348

2009 3T 109.084

2009 4T 99.998

Tabla 22.3: Ajuste mediante medias moéviles de orden ¢ = 4
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Ventas de viviendas trimestrales entre 2007 y 2008
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Figura 22.12: Compraventas de viviendas trimestrales en Espafia entre 2007 y 2008

Hay que analizar como estdn medidos los datos ya que, si el orden de las medias mé-
viles es correcto, el método puede ser 1til para descubrir la tendencia. Si se tiene en
cuenta que las variaciones ciclicas se repiten cada cierto periodo, y que la estacionalidad
también se repite cada afio, el cdlculo de las medias moviles, en el supuesto de que
el "periodo"de los ciclos sea un niimero entero de afios, compensard las variaciones
ciclicas y estacionales promediando las positivas y negativas; e igualmente promediara
las variaciones erraticas que hay que suponer que tienen una media de cero.

22.4.3 Método de ajuste analitico

Se tratara de obtener una funcién que sea capaz de explicar con una buena aproximacién
a largo tiempo el comportamiento de la serie en funcién de la variable tiempo. Primero
serd necesario escoger el tipo de funcién (lineal, polinémica, exponencial, etc.) y luego
habrd que determinar los pardmetros de ajustes. Para escoger el tipo de funcién, la
decision puede basarse en el método gréfico anteriormente descrito. Y en cuanto a la
determinacion de la funcién concreta de ajusta lo mas habitual serd utilizar el método
de minimos cuadrados. En este tema solamente se desarrollard el ajuste lineal, que viene
expresado por la siguiente ecuacion:

Y,=a+ bt
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Figura 22.13: Precio medio del crudo trimestalmente

Para estimar la tendencia el primer paso que debemos realizar es transformar la variable
Tiempo en las unidades que nos interesan, afios, meses, etc.

Si los datos estan en una unidad menor, se deben agrupar para evitar las variaciones
estacionales.

cov(Y,T)

t
St

—y=a+
donde:
T es la variable Tiempo,
cov(Y,T') es la covarianza entre la serie temporal y la variable Tiempo y,
St es la desviacion tipica de la variable T'.
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Precio del crudo
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Figura 22.14: Precio medio del crudo anualmente

La pendiente de la recta indica lo que el precio del crudo sube al afio. Si queremos saber
lo que sube al trimestre, dividiendo este dato entre cuatro y obtenemos la diferencia
entre dos valores trimestrales. Por lo tanto, lo tinico que hay que hacer es determinar el
primero de estos valores.

El incremento trimestral es
b,frfl:E, 03 94,."-‘-1-

| : - ~

1 enero 1 abril 1julio 31 diciembre

Figura 22.15: Incrementos inferiores a la unidad temporal

22.4.4 Suavizado exponencial

El suavizamiento exponencial emplea un promedio ponderado de los valores de la serie
temporal pasados para predecir sus valores en periodos futuros.

Vigr =aY,+ (1 —a)Y; con o€ (0,1)
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En este caso solo se tiene en cuenta el valor de la serie en el instante anterior y su
estimacion. En la practica comenzamos haciendo que Y;4, el primer valor estimado de
la serie, sea igual a Y}, que es el primer valor real de la serie.

Ys=aYs+ (1 —a)Ys=aYs+ (1 —a)¥;
Vi=aYs+(1—a)Vs=aYs+a(l—a)Ys+(1—a)’V;

Para el caso de compraventa de viviendas en Espafia con a = 0,4, obtenemos los
siguientes resultados:

Fecha Compraventa de Viviendas Estimaciones (Serie 2)
2007 1T 230.023 230.023
2007 2T 202.585 230.023
2007 3T 184.326 219048
2007 4T 158.366 205159
2008 1T 162.267 186442
2008 2T 150.981 176772
2008 3T 128.773 166456
2008 4T 110.059 151383
2009 1T 106.523 134853
2009 2T 97.788 123521
2009 3T 109.084 113228
2009 4T 99.998 111570

Tabla 22.4: Ajuste mediante suavizado exponencial
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Figura 22.16: Tendencia de la serie Compraventas de viviendas mediante suavizado
exponencial

Para ampliar el anélisis del precio de la vivienda consultar: Puerto y Paz 2004
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El andlisis de las series temporales. Métodos elementales para la de-
terminacion de las variaciones estacionales y los movimientos cicli-
cos.

Este tema estd elaborado como una adaptacién de la siguiente bibliografia:
Daniel Pefia (2005). Andlisis de series temporales. Alianza

Maria Pilar Gonzélez Casimiro (2009). “Andlisis de series temporales: Modelos
ARIMA”. En

Teresa Villagarcia (2018). “Series temporales”. En: Obtenido de http://www.
est.  uc3m.  es/esp/nueva_docencia/leganes/ing_industrial/estadistica_industrial/d
oc_grupol/archivos/Apuntes % 20de % 20series. pdf

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E1 INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

23.1 Introduccion

Las series pueden ser deterministas o estocdsticas. Pero en la préctica, la mayoria de
las series son estocdsticas, es decir, los futuros valores s6lo se pueden determinar par-
cialmente por sus valores pasados, y estas predicciones deben ser reemplazadas por
la idea de que los futuros valores tienen una distribucién de probabilidad que esta
condicionada al conocimiento de los valores pasados.

En el tema anterior se detallaron las componentes de una serie temporal (tendencia,
variacion estacional, variacion ciclica y variacion residual) y se calcul6 su tendencia.

En este tema se van a analizar el resto de los componentes (variacion estacional y
variacion residual). Tanto la tendencia como la parte estacional son componentes deter-
ministas, por lo tanto es importante aislarlas para analizar la parte aleatoria o ruido de
la serie.

La componente estacional de la serie temporal es muy importante porque nos da infor-
macioén sobre el comportamiento de la variable a corto plazo. Y si se elimina de la serie,
se puede detectar su comportamiento a largo plazo. Para identificar esta componente lo
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primero que se debe hacer es eliminar la tendencia de la serie. En este tema vamos a
suponer que en todas las series se ha eliminado la tendencia previamente.

Una vez identificada la tendencia y la variacién estacional nos queda la parte aleatoria
de la serie que se puede abordar tanto desde el punto de vista descriptivo como me-
diante el enfoque de Box-Jenkins.

23.2 Indice de variaciéon estacional

La variacién estacional indica el incremento o disminucién de la serie respecto a la
tendencia en periodos de tiempo menores a un afio. Son movimientos periédicos que se
repiten en intervalos cortos de tiempo con duraciones casi constantes.

Si el modelo de la serie es aditivo, la componente estacional indica la cantidad en que se
ha superado o no se ha alcanzado el valor de la tendencia. Sin embargo, si el modelo es
multiplicativo, la componente estacional se valora a través de un indice de variacion
estacional, que viene expresado en porcentaje y que significa la fluctuacion del valor de
la serie respecto a la tendencia.

23.2.1 Estimacion determinista de la variacion estacional

Para estimar la estacionalidad de la serie lo primero que debemos hacer es representarla
una vez eliminada la tendencia, y asi identificar el periodo de la componente estacional
que puede ser semanal, mensual, trimestral...

En este apartado vamos a desarrollar el Método de la razén o de la diferencia, depen-
diendo que la serie temporal sigua un modelo multiplicativo o aditivo.

Modelo multiplicativo

Si partimos de un modelo multiplicativo

Y;,t = Tz’,t *Cip k€ kTt

Para aislar la componente estacional construimos el indice de variacién estacional
(IVE)).

Previamente a la construccién del Indice de variacion estacional, debemos calcular el
Coeficiente de variacion estacional (CVE).
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Coeficiente de variacién estacional: es el cociente entre el valor de la serie temporal en
un determinado periodo y la tendencia. Este coeficiente nos va a servir para comprobar
si en cada periodo la serie se comporta mejor o peor que la tendencia.
Para calcular este coeficiente primero se calcula el cociente
Yig
Ti,t *Cit

=€t Xt

y posteriormente para eliminar la parte aleatoria o residual ; ; se calcula la media de
los cocientes para cada uno de los periodos (7).

Indice de variacién estacional: recogen el incremento o la disminucién porcentual que
el componente estacional produce en cada estaciéon anual.

Modelo aditivo

Por el contrario, si el modelo es aditivo
Yiio =T +cis+ei+1is

para aislar la componente estacional lo que calculamos son las diferencias
Yit =Tt — iy = €ir +Tig

igual que en el método multiplicativo, posteriormente se eliminard la componente
residual calculando la media aritmética en cada periodo.

Ejemplo 1. En el ejemplo de las transaciones de compraventa de viviendas en Espafia
que se analiz6 en el Tema 22 se vio que el modelo que rige la serie es multiplicativo
(Tabla 22.1), por lo tanto debemos calcular la razén
Yig
Ti,t * Ci,t.

Como los datos observados estdn de forma trimestral, primero se calcularon las medias
moviles de orden 4 para eliminar la tendencia (Tabla 22.3).

Afo Primer Segundo Tercer Cuarto
Trimestre Trimestre Trimestre Trimestre
2007 230.023 202.585 184.326 158.366
2008 162.267 150.981 128.773 110.059
2009 106.523 97.788 109.084 99.998
2010 116.483 109.139 123.241 90.728
2011 122.933 83.440 80.736 72.715
2012 88.884 73.857 80.964 74.829

Tabla 23.1: Valores de la serie de transaciones de compraventa de viviendas en Espafia
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Ao Primer Segundo Tercer Cuarto
Trimestre Trimestre Trimestre Trimestre

2007 185.356 170.436
2008 157.041 144.058 131.052 110.059
2009 108.325 104.606 104.593 107.257
2010 110.446 111.057 110.704 108.298
2011 99.772 92.208 85.700 80.246
2012 79.077 79.369

Tabla 23.2: Valores de la tendencia mediante ajuste de medias méviles de orden ¢ = 4

Ao Primer Segundo Tercer Cuarto
Trimestre Trimestre Trimestre Trimestre
2007 0,994 0,929
2008 1,033 1,048 0,983 0,696
2009 0,983 0,935 1,043 0,932
2010 1,055 0,983 1,113 0,838
2011 1,232 0,905 0,942 0,906
2012 1,124 0,931
Medias 1,085 0,960 1,015 0,860
(CVE)

Tabla 23.3: Coeficientes de variacién estacional (en cada casilla podemos observar el
cociente entre el valor de la serie temporal y la tendencia, calculada ésta por el método
de las medias méviles de orden g = 4)

La razén entre el valor de la serie temporal y la tendencia, calculada en la Tabla 23.3 nos
facilita el producto de la componente estacional por la componente residual.

Para estimar la componente estacional se calcula la media de la razén anterior para cada
uno de los trimestres y asi la aleatoriedad de la componente residual desaparece. Por
ejemplo, la componente estacional para el primer trimestre es la media de los valores:
1,033; 0,983; 1,055; 1,232 y 1,124. El valor de la componente estacional para el primer
trimestre es 1,085 (Tabla 23.3).

De esta forma se observa que durante el primer y tercer trimestre las ventas estan por
encima de la tendencia (e; = 1,085y e3 = 1,015), y en el segundo y cuarto trimestre las
ventas se sitian por debajo de la tendencia (e; = 0,96 y e4 = 0, 86).

Por ltimo, se calculan los indices de variacion estacional como el porcentaje que supone
cada coeficiente de variacion estacional frente a la variacién estacional media.
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Zil €

e =

€

IVE(i) = = % 100
e
IVE(1) = 110,737 %, IVE(2) = 97,956 %, IV E(3) = 103,552 % y IV E(4) = 87,755 %

Se han calculado las variaciones estacionales para una serie temporal con modelo multi-
plicativo. Si la serie temporal sigue un modelo aditivo, lo que se calcula no es la razén
entre los valores de la serie y la tendencia, si no las diferencias.

Ejemplo 2. Con los datos de una serie temporal cuyo modelo es aditivo se va a aislar la
componente estacional.

Supongamos que tenemos la siguiente serie:

0 Serie con modelo aditivo Y;

25,00 A

20,00

15,00 ‘

10,00 | |\|III “ ||

soo L
" | ‘

0,00 | |||'

500 \
-10,00

-15,00

Figura 23.1: Representacion gréfica de una serie temporal con modelo aditivo

Lo primero que se debe hacer es restar la tendencia. Recordemos que en los modelos
aditivos la componente estacional tiene las mismas unidades que la serie.
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Figura 23.2: Representacion gréfica de una serie temporal desestacionalizada

Bajo la hipétesis de estacionalidad estable, la diferencia entre la componente de esta-
cionalidad y el valor de la serie X; (donde X; = Y; — T}) es debido a la componente
residual o aleatoria.

Por ello, para estimar la componente estacional se calcula la media aritmética para cada
trimestre del afio. De esta forma, se elimina la componente aleatoria.

Afo Primer Segundo Tercer Cuarto
Trimestre Trimestre Trimestre Trimestre

2012 -2,111 6,381 -0,441 3,584
2013 -1,784 7,706 -0,452 0,159
2014 -8,344 2,896 -6,893 6,023
2015 -6,660 8,938 -0,985 7,574
2016 -0,765 0,779 -3,759 21,937
2017 -6,712 4,393 -7,487 12,383
2018 -5,093 2,717 -1,217 5,814
2019 -2,860 4,994 -4,775 6,186
2020 -14,762 19,675 -4,381 9,980
Medias -5,455 6,498 -3,377 8,182

Tabla 23.4: Coeficientes de variacion estacional (en cada casilla podemos observar la
diferencia entre el valor de la serie temporal y la tendencia, calculada ésta por el método
de las medias méviles de orden g = 12)

A partir de las medias calculadas para cada trimestre en la Tabla 23.4 se calcula el in-
dice de variacién estacional, es decir, la influencia del trimestre en el resultado de la serie.
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Como nuestro modelo es aditivo, IV E(i) se calcula como

Y en nuestro ejemplo, se obtienen los siguientes resultados:

IVE(1) = —6,917, IVE(2) = 5,036, [VE(3) = —4,839 y IV E(4) = 6,720

Recordemos que ahora IVE estd medido en las mismas unidades que los datos de la
serie.

Por otra parte, se observa que durante el primer y tercer trimestre la serie estd por debajo
de la tendencia (/VE(1) = —6,917 y IVE(3) = —4,839), y en el segundo y cuarto tri-
mestre la serie se sita por encima de la tendencia (/V E(2) = 5,036 y [V E(4) = 6, 720).

23.3 Métodos elementales para la determinacién de los movimientos cicli-
cos

Las variaciones ciclicas son movimientos irregulares que se producen con una periodici-
dad superior al afio y frecuentemente se manifiestan como consecuencia de periodos de
prosperidad y de depresién en la actividad econémica, o en otras magnitudes cualquiera.
Las denotamos por c; 4.

Para aislar estas variaciones en un modelo multiplicativo procedemos de una forma
similar al que realizamos para aislar las variaciones estacionales:

Yie

o = Gt X T
Ti,t * €t

En el caso aditivo lo aislamos con las diferencias
Yie —Tiy —€ir = Cip + iy

También podemos utilizar métodos especificos para eliminar el movimiento ciclico de
una serie como el filtro de Hodrick y Prescot.

Una vez aislada la componente ciclica, esta se puede identificar mediante el andlisis
armonico y a partir de aqui estudiar su periodograma.
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23.4 Analisis de la serie desde un punto de vista estocastico

Hasta ahora hemos analizado las componentes deterministas de la serie desde un pun-
to de vista descriptivo o clasico. En esta seccién vamos a analizar la parte residual o
aleatoria desde un punto de vista estocastico.

La metodologia de Box Jenkins requiere aislar la parte aleatoria de la serie quitando la
tendencia y consiguiendo homocedasticidad mediante distintass transformaciones.

Box Jenkins desarroll6 modelos estadisticos para series temporales donde la explicacion
de cada dato viene dada por su comportamiento anterior. Los modelos elaborados se
denominan modelos ARIMA(p, d, q) (AutoRegresive Integrated Moving Average). Para
poder aplicar estos modelos necesitamos al menos 50 observaciones.

Modelos ARIMA: son modelos paramétricos que utilizan fundamentalmente los coefi-
cientes de autocorrelaciénn a la hora de analizar las propiedades de la serie temporal
en términos de la interrelacion temporal de sus observaciones.

Para identificar la estructura del modelo, Box Jenkins utiliza dos fuentes de informacion,
la Funcién de Autocorrelaciéon Simple (ACF) y la Funcién de Autocorrelaciéon Parcial
(ACF partial).

Coeficiente de autocorrelacion (p;): es la herramienta estadistica que mide la correla-
cion, es decir, el grado de asociacion lineal que existe entre observaciones separadas k
periodos. Estos coeficientes de autocorrelacién proporcionan mucha informacién sobre
como estdn relacionadas entre si las distintas observaciones de una serie temporal.

En general p;, es la correlacion de la variable Y; y la variable Y., indicando cual es la
relacién de un valor de la serie sobre el que se produce k periodos después.

El coeficiente de autocorrelacién de orden £ viene dado por la expresion:
_ cov(Y, Vi)
Pk S2(Y))

Recordemos que los coeficientes de correlaciéon no tiene unidades y estdn definidos
entre —1y 1.

Si pr = 0, significa que los valores de la serie que distan k£ periodos son linealmente
independientes.
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Si pr, = %1, entonces se puede afirmar que existe una dependencia lineal perfecta entre
valores que distan k£ unidades.

Funcién de Autocorrelacion Simple (ACF): es una funcién definida para los nimeros
naturales, donde a cada ntimero natural % se le asigna el coeficiente de correlacién

Pk-
Asi, la ACF se va a denotar como una sucesion de nimeros p1, pa, ... Pk-

Como acabamos de ver, el primer término p; es la correlaciéon de la variable Y; y la
variable Y; ;. Esta nos indica la relaciéon de cada valor de la serie con el siguiente.
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Figura 23.3: Representacion grafica de una serie temporal donde cada valor depende
del anterior

Para construir la funcién de autocorrelaccidon utilizamos el sotfware IBM SPSS Statistics
27.
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Figura 23.4: Representacion grafica de la funcién de autocorrelacion

En al Figura 23.4 se puede ver como los datos de esta serie se pueden calcular a partir
del valor en el periodo anterior, el resto de los valores aportan muy poca informacién
ya que el resto de los coeficientes de autocorrelacién no son significativos.

Si se analiza con detalle el significado de la funcién de autocorrelacién concluiremos
que Y4, depende de Y, y este a su vez depende de Y}, por lo tanto se puede concluir
que Y; 4, depende de V.

Para saber si la dependencia que existe entre dos observaciones que distan % periodos
es por la influencia de valores intermedios o es directamente por el valor que dista &
periodos necesitamos conocer la funcién de autocorrelacion parcial.

Funcién de Autocorrelacién Parcial: La funcién de autocorrelacién parcial proporciona
la relacion directa que existe entre observaciones separadas por k retardos. Esta es una
informacién muy valiosa sobre la estructura de la serie, ya que elimina el problema que
presentaba la funcién de autocorrelacion simple.
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Figura 23.5: Representacion de la funcién de autocorrelacién y de la funciéon de autoco-
rrelacion parcial.

Si se comparan ahora las funciones de autocorrelacion y la de autocorrelacién parcial de
la Figura 23.5 se puede determinar el modelo de Box Jenkins que sigue la serie temporal.
En la funcién de autocorrelacion solamente es significativo el coeficiente de orden 1, es
decir cada valor de la serie solo depende del anterior, sin embargo, por la propiedad
transitiva, también puede depender de otros valores del pasados. Para comprobar si
existen mas valores del pasado que influyen en la serie temporal nos fijamos en las
autocorrelaciones parciales y aqui se observa que el presente también depende de lo
que ocurra en 2, 3 y cuatro periodos anteriores.

Las series temporales se pueden clasificar en dos grupos. Las primeras son las que
responden a procesos estables en el tiempo, por ejemplo la cantidad de lluvia en un de-
terminado municipio a lo largo de los afios, la temperatura media, etc. Estos procesos se
denominan estacionarios. El otro grupo de series son aquellas que no son estacionarias,
bien porque presenten una tendencia no constante o variaciones estacionales. Entre este
grupo de series estd el Producto Interior Bruto de un pais, el precio del oro, etc. Para
poder clasificar una serie temporal en uno de los grupos debemos fijarnos en el periodo
de estudio. Una determinada serie puede ser estable a corto plazo pero no serlo en un
periodo bastante mas largo.

Los modelos para identificar una serie temporal son diferentes si la serie es estacionaria
o no, por lo tanto lo primero que debemos hacer es comprobar si se puede conseguir
transformar la serie temporal en un proceso estacionario mediante algtin tipo de trans-
formacioén.
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Figura 23.6: Representacion de una serie temporal con heterocedasticidad.

La transformacion maés utilizada para conseguir estacionar una serie temporal es la
diferenciacion de la serie (Z; = Y; — Y;_;), aunque en ocasiones con esta transformacién
no se consigue estabilizar la varianza. Si se observa la Figura 23.6 se comprueba que al
diferenciar la serie temporal se ha conseguido que la media se mantenga constante en
el tiempo, sin embargo la varianza va aumentando con el tiempo (heterocedasticidad).
Ahora se deberia de realizar otra transformacién para conseguir homocedasticidad.

Para conseguir una serie estacionaria en algunas ocasiones se debe combinar la transfor-
macién logaritmica con la diferenciaciéon Z; = In(Y;) — In(Y;—g).

23.4.1 Procesos autoregresivos

En el anélisis de series temporales el objetivo es utilizar la teoria de procesos estocésticos
para determinar que caracteriza el comportamiento de la serie y cémo predecir en
el futuro. Si se quieren conseguir métodos de prediccién consistentes, no se puede
utilizar cualquier tipo de proceso estocéstico, sino que es necesario que la estructura
probabilistica del mismo sea estable en el tiempo.

Puesto que se va a predecir el futuro a partir del pasado, necesitamos que la serie tenga
algun tipo de estabilidad.
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Los modelos més simples para los procesos estacionarios son los modelos autorregresi-
vos, que generalizan la idea de regresion para representar la dependencia lineal entre
dos variables aleatorias.

Yi=pu+ X+

La funcién de autocorrelaciéon de un proceso estacionario es una funcién de k£ que
normalmente se representa mediante un gréfico de barras que se denomina correlogra-

ma.
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Figura 23.7: Representacién de distintos correlogramas de procesos estacionarios (Fuen-
te: Gonzélez Casimiro 2009).

Los graficos a), b) y c) de la Figura 23.7 corresponden a distintas series estacionarias
puesto que las autocorrelaciones decrecen de forma exponencial a medida que aumenta
k mientras que el gréafico d) pertenece a una serie no estacionaria, esto se observa
en el lento decrecimiento de las autocorrelaciones . En el caso a) hay alternancia de
autocorrelaciones positivas y negativas

Modelo de ruido blanco

El modelo maés sencillo seria el ARIMA(0,0,0), este modelo no tiene parte regular ni
parte estacional, habitualmente se le conoce como ruido blanco (r;). Es una secuencia de
variables aleatorias de media cero, varianza constante y autocorrelaciones nulas.
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Figura 23.8: Representacién de un ruido blanco.

Ruido_blanco Ruido_blanco

| "o|apo-0auR|q opINY

— QObservado

1.0

[ lo
:
H

T
Qo8

[
[
|
[
[
[

0,5 25

T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 & 7 a 1 2 3 4 5 L
Namero de retarde Numero de retardo

T
7

T
8

Figura 23.9: Representacién de las funciones de autocorrelacién parcial y autocorrelacion

de un ruido blanco.

En la Figura 23.8 se ha representado una simulacién de un ruido blanco, se observa
que la serie oscila entorno a la media (0) y con varianza constante, sin presentar ningtin
patrén, es decir la autocorrelacién entre valores que distan k periodos es practicamente
nula como se observa en la Figura 23.9. Dado que uno de los objetivos es predecir los
valores del futuro, en el caso de un ruido blanco, el futuro no depende del pasado.

Modelos AR(%)

Modelo AR(1) El modelo ARIMAC(1, 0, 0) se el denota también como AR(1) es aquel
modelo que solo depende de la observacién anterior y una perturbacién aleatoria (ruido
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blanco). Un ejemplo puede ser la cantidad de agua de un embalse.
Yi=p+ oY+

donde |p| < 1

Se trata de utilizar la informacién de la funcién de autocorrelaciéon (ACF) y la autocorre-
lacién parcial (ACF partial) para definir un patrén que reproduzca el comportamiento
de la serie.

— Observado
4,004
>
A
=
2,004 lg
o
o
L
IO
007 -
-2,00
T P T [ P W [ [ R e By e (e el s [ W B ) e
1T 11 219 31 41 51 61 71 81 91 101 111121 131 141151 161 171 181 191 201
Fecha
Figura 23.10: Representaciéon de un modelo AR(1).
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Figura 23.11: Correlogramas de un modelo AR(1).

Como se observa en la Figura 23.10, en la funcion de las autocorrelaciones hay mds de
un coeficiente significativo, lo que significa que Y; no solo depende de la observacion
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anterior, también depende de la que dista 2, 3 0 4 periodos. Sin embargo, si observamos
las correlaciones parciales, tan solo el de orden 1 es significativo, por lo tanto la influencia
directa de las observaciones que distan 2, 3, o 4 periodos es cero.

El correlograma del modelo AR(1) con pardmetro ¢ positivo indica que tienen todos los
coeficientes de autocorrelaciéon positivos con decrecimiento exponencial. Es una serie
cuyo comportamiento en media es estable entorno al 0 su dispersion es estable y con
rachas de observaciones por encima de la media seguidas de otras por debajo de la
media. Si el pardmetro del modelo ¢ fuese negativo, los coeficientes de autocorrelacién
alternarian el signo y su comportamiento seria mucho mas ruidoso.

Se puede demostrar que cuando tenemos un modelo AR(1) los coeficientes de autoco-
rrelacién son de la forma: pj, = ¢*

Modelos AR(2)

Los modelos AR(2) tienen la siguiente forma:

Yi=@1Yia + @Yo+ 1
siendo r; un ruido blanco. Ademas, las raices del polinomio autorregresivo
0=1— @z — po1?

deben estar fuera del circulo unidad.
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Figura 23.12: Representacion de un modelo AR(2).
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Figura 23.13: Representacion de las funciones de autocorrelacién parcial y autocorrela-
ciéon de un modelo AR(2).

Los modelos AR(2) no presentan una tinica estructura en su funcién de autocorrelacion,
cuando las raices del polinomio autoregresivo son reales, la funcién de autocorrelacion
decrece exponencialmente con todos los los coeficientes positivos o con alternancia en
el signo. Si las raices del polinomio autoregresivo son complejas entones la funcién
de autocorrelacion decrece exponencialmente pero con forma de onda seno-coseno
como es el caso de la Figura 23.13 donde el correlograma de la funcién ACF tiene forma
senoidal,

Modelo AR(k)

En general, los modelos AR(k) se pueden expresar como:

Yi=o1Yio1 + @Yo+ p3Yi 3+ oY+ 1y

siendo 7; un ruido blanco y el polinomio autoregresivo tendrd k raices raices, en general,
distintas.

Determinar el orden de un modelo autorregresivo a partir de la funcién de autocorrela-
cién es dificil, ya hemos visto que estas funciones son una mezcla de decrecimientos
exponenciales y sinosoidales. Este es el motivo por el que para los modelos AR(1) y
AR(2) se representaba el correlograma de la funcién de autocorrelacion parcial.

Si comparamos el modelo AR(1) con AR(2) las funciones de autocoorelacién pueden ser
muy parecidas pero las funciones de autocorrelacién parcial son diferentes, mientras
que el el modelo AR(1) el efecto de Y;_, sobre Y; es siempre a través de Y;_;, en el
modelo AR(2) ademds del efecto de Y;_, que se transmite a Y; a través de Y;_, existe el
efecto directo de Y;_, sobre Y;.

Luego para que una serie temporal se ajuste a través de un modelo AR(k) no solo la
funcién de autocorrelacién debe ser una mezcla de decrecimientos exponenciales y
sinosoidales a medida que aumenta la distancia entre las observaciones, ademas la
funcién de autocorrelacion parcial tendra los k primeros coeficientes significativamente
distintos de cero.
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23.4.2 Procesos de medias modviles

En la seccién anterior se han analizado algunos modelos estacionarios, los procesos
autoregresivos. Estos modelos tienen memoria relativamente larga, ya que el valor
actual depende de todos los anteriores, aunque los coeficientes de autocorrelaciéon
vayan decreciendo de forma exponencial.

Si nuestra serie presenta memoria muy corta, es decir una innovacién en la serie genera
un ntiimero muy pequefio de perturbaciones no puede modelizarse mediante un modelo
AR(k). Sin embargo los modelos de medias méviles MA(k) tienen memoria mucho
mas corta, una accion exterior solo produce perturbaciones en un pequefio niimero de
periodos.

El modelo MA(k) es una aproximacién al modelo lineal general.

Yi=p+r—o1mi1 — pari—o — . OrTi—k

siendo r; es un ruido blanco.

Modelos MA(1)
El modelo ARIMA(0,0,1) se le denota como MA(1), media mévil del orden 1.

Yi=p+r—pria
donde |¢| < 1y r; es un ruido blanco.
Al analizar la estructura de un procesos de medias méviles MA(1) la perturbacién 7,

aparece en el sistema en el momento ¢ e influye en Y; y en Y, ; tinicamente, por lo que
su memoria es de un solo periodo
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Figura 23.14: Representacién de un modelo MA(1).
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Figura 23.15: Representacion de las funciones de autocorrelacién parcial y autocorrela-
ciéon de un modelo MA(1).

Para los modelos MA(1) solamente el primer coeficiente de la funcién de autocorrelacion
es distinto de cero, pudiendo ser p; positivo o negativo. En la Figura 23.15 se observa
que p; > 0 lo que nos indica que la serie oscila en torno a la media con una varianza
constante y bastante suave. En el caso en el que p; < 0 la serie temporal seria menos
suave.

Si comparamos el modelo MA(1) con el AR(1) se observa que el grafico de la funcién
de autocorrelacién (ACF) del modelo MA(1) coincide con el grafico de la funcién de
autocorrelacion parcial (ACF parcial) del modelo AR(1), y viceversa. El modelo MA(1)
tiene mucha menor memoria que el modelo AR(1).

En general el modelo MA(k) tiene unas caracteristicas similares al MA(1), sin embargo,
cualquier accién exterior influye en los k periodos posteriores de la serie temporal.Es
decir tiene mayor memoria y la estructura representada por el modelo es mads rica.
Cualquier perturbacién r; influye en Y;, Y,;; y en el resto de los valores hasta Y;,
permaneciendo dicha alteracién en el modelo k periodos.

23.4.3 Procesos integrados

Normalmente la series no son procesos estacionarios en media y en varianzas. Diremos
que una serie sigue un proceso integrado de orden ¢ si Y; no es estacionario, pero su
diferencia de orden ¢ sigue un proceso estacionario e invertible.

Una propiedad importante que diferencia los procesos integrados de los estacionarios
es la forma en la que desaparece la dependencia con el tiempo. En los procesos estacio-
narios las autocorrelaciones disminuyen exponencialmente con el tiempo, haciéndose
practicamente cero en un namero pequefio de retardos. En los procesos integrados
las autocorrelaciones disminuyen linealmente en el tiempo y es posible encontrar co-
eficientes de autocorrelacion significativamente distintos de cero para reatardos muy
altos.
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Paseos aleatorios

El modelo ARIMA(0,1,0) es un proceso estocastico no estacionario que se denomina
paseo aleatorio y viene dado por la expresion

Yi=p+Yia+mn

Observemos que un modelo ARIMA(0,1,0) es equivalente a un modelo AR(1) con ¢ = 1.
Como hemos visto anteriormente el modelo AR(1) viene dado por la expresiéon

Yi=p+oYi1+ry

donde |p| < 1

Si || > 1, la serie seria explosiva y en el infinito valdria infinito y por lo tanto no es
una serie interesante de analizar. Si |¢| = 1, la serie no es estacionaria pero tampoco es
explosiva y pertenece a la clase de procesos integrados de orden uno.

wy =Y, =p+ry

es un proceso estacionario. A este proceso se le llama paseo aleatorio.

Especial interés tiene i asi como en los modelos estacionarios la inclusién de una
constante solo afecta al nivel promedio de la serie, en los modelos no estacionarios
sus efectos son mds importantes. La inclusién de una constante en un modelo no
estacionario implica que la serie tienen una tendencia con pendiente ; ademas de la
tendencia estocéstica

T
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Figura 23.16: Paseo aleatorio con ;¢ = 0 (Fuente: Gonzdlez Casimiro 2009).

En la Figura 23.16 se ha simulado un paseo aleatorio. Se puede observar que la evolucién
de la serie no tiene las caracteristicas de los procesos estacionarios. La serie se mueve
aleatoriamente por encima y por debajo de la media. Lo que nos indica que puede ser
un paseo aleatorio es el correlograma, los coeficientes de aurtocorrelaciéon decrecen muy
lentamente.

Podemos encontrar méas modelos en: Mauricio 2007
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