





































































































































































































Capitulo 8. Medidas descriptivas de una variable estadistica

Distribucion de supermercados y ventas acumuladas
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Capitulo 9. El concepto de probabilidad

Capitulo 9
El concepto de probabilidad

1. Aleatoriedad y sucesos

1. La idea intuitiva de probabilidad como posibilidad de que ocurra algo es bas-
tante comun en todas las personas y en muchas ocasiones se tiene una aprecia-
cion de su valor. Cuando juegas un décimo a la loterfa de Navidad sabes que la
probabilidad' de que te toque el premio gordo es muy pequefa, pero sabes tam-
bién que puedes coger algo en los premios menores € incluso recuperar el dinero
gastado si el niUmero que juegas tiene su Ultima cifra igual a la del primer premio.
Lo mismo sucede con la primitiva, las quinielas o cualquier otro juego de azar. Al
lanzar una moneda bien hecha sabemos que aproximadamente la mitad de las
veces obtendremos cara. La posibilidad de obtener un as en una baraja de 40 car-
tas es de 4 sobre 40.

2. El concepto de probabilidad esté ligado a los fenédmenos aleatorios, de los cua-
les los juegos de azar son ejemplos tradicionales. Un fendbmeno o experimento
aleatorio se caracteriza porque podemos conocer de antemano todos los resulta-
dos posibles pero no tenemos la certeza del resultado concreto que se va a produ-
cir. Antes de un partido de futbol entre dos equipos sabemos que ganara uno de
ellos o empataran, incluso podemos apostar una porra sobre posibles resultados
en goles, pero hasta que no termina el partido no sabemos el resultado final.
Cuando una tienda abre sus puertas al publico no hay certeza sobre los ingresos
por ventas que se van a realizar en el dia, aunque por la experiencia anterior se
disponga de informacién sobre un cierto intervalo en el que se espera que se
muevan las ventas: sélo después de hacer caja se sabra con certeza cuales han
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Capitulo 9. El concepto de probabilidad

sido los ingresos del dia. La incertidumbre sobre el resultado, aunque sea peque-
fa, es consustancial a la aleatoriedad y la probabilidad lo que hace es medir numé-
ricamente el grado de incertidumbre.

3. Una propiedad fundamental de los fendmenos aleatorios es la regularidad de
los resultados en series largas de observaciones. El ejemplo clasico de la moneda
simétrica nos servird para explicar su significado. Lancemos una moneda 10 veces
y anotemos el nimero de caras que obtenemos. Repitamos la experiencia reali-
zando ahora 15 tiradas de la moneda' anotando igualmente el nimero de caras
obtenido y asi sucesivamente aumentando en cada experiencia el nimero de lan-
zamientos.

Los resultados que se obtienen seran similares a los de la siguiente tabla, refle-
jados también en el grafico que sigue:

Frecuencia de cara en lanzamiento de una moneda

Ne de Ne de Frecuencia Ne de Ne de Frecuencia
tiradas caras % tiradas caras %
10 6 60,0 100 52 52,0
20 7 35,0 200 91 455
30 17 56,7 300 149 49,7
40 23 57,5 400 204 51,0
50 23 46,0 500 261 52,2
60 29 48,3 600 298 49,7
70 27 38,0 700 354 50,6
80 44 55,0 800 398 49,8
a0 54 60,0 900 453 50,3
1.000 499 49,9

1T A~ . . , .
Ojo, no cinco tiradas mas sino que lanzamos la moneda 15 veces de nuevo.
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Frecuencia relativa de cara en lanzamientos de una moneda
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La frecuencia relativa de obtener cara es el resultado de dividir el nUmero de ca-
ras obtenido entre el total de lanzamientos realizados, expresado en este caso en
forma porcentual, y es el mismo concepto de frecuencia relativa que hemos visto
en 7.2 relativo a variables estadisticas. En el grafico se observa claramente como
el comportamiento de las series de lanzamientos es erratica cuando el nimero de
lanzamientos es pequeno, pero a medida que éste aumenta la frecuencia de cara
se regulariza y tiende a estabilizarse en torno al 50%. Esta tendencia estabilizadora
de la frecuencia relativa de un resultado en torno a un cierto valor cuando se repi-
ten las observaciones en idénticas condiciones de experimentacion, se denomina
regularidad de las series estadisticas o ley del azar y constituye la base empirica
del concepto de probabilidad. De hecho, a la vista del grafico anterior cualquiera
estaria de acuerdo en que la probabilidad de cara parece ser del 50%, aunque si
alguien lanza la moneda 200 veces resulte que obtiene un 45,5% de caras. El
45,5% de caras obtenido en una sucesiéon particular de 200 lanzamientos es la
frecuencia observada, mientras que el 50% de posibilidades de cara que asigna-
mos al suceso {cara} es su probabilidad ideal o tedrica. Al estudiar el muestreo
volveremos sobre este asunto.
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4. El conjunto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio se
denomina espacio muestral E. A cada elemento (resultado posible) del espacio
muestral le llamamos punto muestral o suceso elemental. Un suceso S es cual-
quier resultado de un experimento aleatorio. Al tirar una moneda una vez los resul-
tados posibles son E = {cara, cruz} = {C, X}. Al lanzar un dado el espacio muestral
(el conjunto de los resultados posibles) es E ={1,2,3,4,5,6}. Ademas de los sucesos
elementales podemos considerar otros como el suceso de obtener par, de obtener
mayor de 4, ... Los sucesos elementales no se pueden descomponer en otros més
sencillos. Al lanzar un dado el suceso obtener par puede representarse como
par = {2,4,6}, es decir, sucede si obtenemos un 2, un 4 o un 6. El suceso queda
descompuesto en otros mas elementales, es decir, es un suceso compuesto. Sin
embargo el suceso obtener 2 no podemos descomponerlo en otros mas simples:
o sucede o no sucede. Es un suceso elemental o punto muestral.

2. Probabilidad

1. La probabilidad de un suceso elemental es un nimero comprendido entre 0 y
1 que mide la posibilidad o verosimilitud de su ocurrencia, y tal que la suma de
probabilidades de todos los sucesos elementales es igual a 1. Una probabilidad
cercana a 0 corresponde a un resultado muy poco verosimil (la probabilidad 0 le
corresponderia a un suceso imposible de suceder), mientras que si la probabilidad
es cercana a la unidad el resultado es muy posible que ocurra (la probabilidad 1
seria para un suceso seguro de ocurrir). Es frecuente expresar la probabilidad en
forma porcentual. Al lanzar una moneda bien hecha la probabilidad de cara es 1/2,
que también se expresa como del 50%. En el lanzamiento de un dado la probabili-
dad de cada uno de los 6 resultados elementales posibles es 1/6. La probabilidad
de obtener el 7 de oros en una baraja de 40 cartas es de 1/40.

2. La probabilidad de un suceso cualquiera estd dada por la suma de probabilida-
des de los sucesos elementales que lo definen. En el lanzamiento de un dado la
probabilidad de obtener par ={2,4,6} sera la probabilidad de obtener 2, mas la de
obtener 4, més la de obtener 6, esto es 3/6 = 1/2. La probabilidad de obtener una
carta de oros (hay 10 oros en 40 cartas) seréd de 10/40 = 1/4. Resulta pues que
conocida la probabilidad de los sucesos elementales, podemos conocer también la
probabilidad de cualquier otro suceso. Como ya se ha dicho, la suma de probabilida-
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des de todos los sucesos elementales es la unidad, y esto es asi porque es seguro
que uno de ellos ocurrira.

3. En la préctica la asignacion de probabilidades depende de la informacion dis-
ponible sobre el fendmeno considerado. En el lanzamiento de una moneda resulta
casi intuitivo asignar 50% de probabilidad a cada uno de los dos posibles resulta-
dos y ademas puede comprobarse experimentalmente, como se ha visto ante-
riormente. Lo mismo sucede con otros casos relacionados con juegos de azar
como lanzar un dado, juegos de cartas, loterias, ..., ddnde los sucesos elementales
tienen igual probabilidad. En caso de equiprobabilidad de sucesos elementales la
probabilidad de un suceso coincide con la relacidon entre el nimero de sucesos
elementales que lo definen y el nimero total de sucesos elementales posibles. Asi
en el caso de la baraja que hemos visto, tenemos 40 cartas posibles y 10 cartas
favorables de oros, de forma que la probabilidad de oros es 1/4. La relacién de
casos favorables a casos posibles para determinar la probabilidad de un suceso se
conoce como regla de Laplace, pero soélo es vélida en caso de equiprobabilidad de
sucesos elementales.

4. Si no hay equiprobabilidad de sucesos elementales, siempre es vélida la regla
de que la probabilidad de un suceso es la suma de probabilidades de los sucesos
elementales que lo definen. Como se ha dicho, la asignacion de probabilidades va
a depender de la informacion disponible. Ante un partido de futbol entre los equi-
pos A y B se puede dar igual probabilidad de ganar a ambos si no tenemos ninguna
otra informacién. Ahora bien, si sabemos que el equipo A es el primero de la liga,
que el equipo B es uno de los Ultimos, que el partido se juega en el campo del A,
el cuédl ha ganado los ultimos 10 partidos que ha jugado en su campo, mientras
gue el equipo B tan solo ha ganado 1 y empatado 2 de los Ultimos 10 partidos que
ha jugado fuera de su campo, entonces nuestra asignacion inicial de dar a ambos
igual probabilidad de ganar cambia totalmente y nos decantamos claramente por la
victoria de A, aunque no descartemos totalmente la posibilidad de que el equipo B
pueda empatar e incluso ganar. Sin embargo, si diferentes personas, con la infor-
macioén anterior, tienen que materializar numéricamente la probabilidad de victoria
del equipo A, seguramente nos encontraremos con diferentes valores.

5. La probabilidad es un concepto ideal y tedrico, en muchas ocasiones imposi-
ble de cuantificar con exactitud matematica. En las encuestas suelen calcularse
tasas y porcentajes que son estimaciones o aproximaciones de probabilidades. La
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audiencia televisiva de un cierto partido de futbol, es decir, el porcentaje de perso-
nas que lo han visto por TV, es una aproximacion a la probabilidad de que una per-
sona seleccionada al azar haya visto o no el partido. La tasa de paro que refleja la
EPA es una aproximacion a la probabilidad de que una persona activa se encuentre
0 no en paro. Las encuestas electorales aproximan la probabilidad de voto de los
partidos politicos.

3. Independencia

1. Consideremos una urna con 7 bolas blancas y 3 negras. Si sacamos una bola
la probabilidad de que sea blanca es de 7/10. Si ahora devolvemos la bola extraida
a la urna y sacamos una segunda bola, la probabilidad de que esta segunda bola
sea negra es de 3/10, ya que seguimos teniendo en la urna 7 blancas y 3 negras.
Ahora bien, si la primera bola extraida no la devolvemos a la urna, nos quedan 9
bolas y la probabilidad de obtener negra en la segunda extraccion va a depender
del resultado de la primera bola sacada: si la primera bola ha sido blanca, quedan 6
blancas y 3 negras y la probabilidad de negra a la segunda es de 3/9; pero si la
primera bola fue negra, quedan 7 blancas y 2 negras y ahora la probabilidad de
negra sera de 2/9. Al devolver la primera bola a la urna el resultado de la segunda
extraccién no esta condicionado por la primera bola sacada y ambas extracciones
son independientes. Es decir, dos sucesos son independientes si la ocurrencia de
uno no influye sobre la probabilidad de que ocurra el otro.

2. En el lanzamiento de una moneda dos veces el resultado del segundo lanza-
miento es independiente del que hayamos obtenido la primera vez, y lo mismo
sucede con un tercer o cuarto lanzamiento, el resultado de cada uno no esta in-
fluenciado por los anteriores y son por tanto independientes. El experimento de
lanzar una moneda tres veces consecutivas es equivalente al de lanzar tres mone-
das una sola vez, por la independencia de sucesos.
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Capitulo 10
Variables aleatorias

1. Concepto

1. Consideremos el nimero de caras que se pueden obtener al lanzar una mo-
neda tres veces (o también al lanzar tres monedas una vez). Los posibles resulta-
dos vy la probabilidad de cada uno se detallan a continuacion:

Resultado NUmero de Probabilidad %
caras

XXX 0 1/8=12,5
XXC 1 1/8=12,5
XCX 1 1/8=12,5
CXX 1 1/8=12,5
CCX 2 1/8=12,5
CXC 2 1/8=12,5
XCC 2 1/8=12,5
CCC 3 1/8=12,5

Como solo estamos interesados en el nimero de caras podemos resumir los re-
sultados en la tabla siguiente:

Numero de Probabilidad %

caras

0 1/8=12,5
1 3/8=37,6
2 3/8=37,5
3 1/8=12,5
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Estamos ante una variable aleatoria, el nimero de caras que se obtienen al lan-
zar una moneda tres veces, es decir, los valores numéricos de la variable estan
asociados al resultado de un experimento aleatorio. La probabilidad de cada resul-
tado posible induce la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor cual-
quiera. Asi, la probabilidad del valor 1 corresponde a la probabilidad de obtener
cualquiera de los resultados XXC, XCX o CXX, esto es P(1) = P(XXC) + P(XCX) +
P(CXX) =1/8 + 1/8 + 1/8 =3/8 = 0,375 = 37,5%.

2. El conjunto de posibles valores de una variable aleatoria junto con la probabili-
dad de cada valor, define una distribuciéon de probabilidad. La tabla anterior refleja
la distribucion de probabilidad del nimero de caras que se obtienen al lanzar una
moneda tres veces y que, graficamente, presenta el siguiente aspecto:

Distribucién de probabilidad del nimero de caras al lanzar una moneda tres veces

0,375 0,375

0,125

0,125

Ndmero de caras

3. Igual que la suma de probabilidades de los sucesos elementales es la unidad,
también la suma de probabilidades de todos los posibles valores de una variable
aleatoria es la unidad.
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2. Media y varianza de una variable aleatoria

1. Si nos fijamos en la distribucién de probabilidad correspondiente al nimero de
caras gue se obtienen al lanzar una moneda tres veces,

Nudmero de Probabilidad

caras

0 1/8
1 3/8
2 3/8
3 1/8

nos debe recordar a las distribuciones de frecuencias vistas en el capitulo anterior:
estamos ante una variable que toma diferentes valores, pero ahora en lugar de
frecuencias observadas tenemos probabilidades.

Podemos calcular la media, varianza y otras caracteristicas (mediana, cuartiles, ...)
de una variable aleatoria en forma anéloga a la que hemos visto para una variable
estadistica, sustituyendo el papel de la frecuencia por la probabilidad como forma
de ponderar cada valor de la variable. Asi, para la variable aleatoria que estamos
considerando, nimero de caras en tres lanzamientos, el valor medio es

0~l+1-§+2-§+3-l:1,50aras
8 8 8 8

y analogamente se procederia para calcular la varianza y la desviacion tipica o es-
tadndar.

2. A diferencia de las variables estadisticas en las que el valor medio y otras ca-
racteristicas son valores calculados con datos observados, en el caso de una varia-
ble aleatoria su valor medio es ideal o tedérico en la misma medida que lo es la
probabilidad asociada a cada valor de la variable aleatoria. El nUmero medio de
caras al lanzar tres monedas es el promedio que se espera obtener cuando se
hace un numero infinito de lanzamientos. Esta idea de media como valor esperado
hace que a la media de una variable aleatoria se la llame también esperanza ma-
tematica. La variable aleatoria méas sencilla es la que corresponde al lanzamiento
de una moneda una vez.
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NUmero de Probabilidad

caras
0 1/2
1 1/2

Su valor medio es 0%1/2 + 1¥1/2 = 0,5 y el gréfico de 9.1.3, que sirvid para ilus-
trar la idea de probabilidad, refleja también el concepto de esperanza matematica
de una variable aleatoria como el promedio esperado en un numero infinito de
repeticiones.

3. Algunas distribuciones de probabilidad

1. Al lanzar una moneda hay dos resultados posibles: cara y cruz. A pruebas alea-
torias que dan lugar a dos posibles resultados se las denomina pruebas éxito-
fracaso o pruebas SI-NO y son el origen de varias distribuciones de probabilidad.
La mas sencilla es la asociada a una sola prueba, como la que acabamos de ver en
el lanzamiento de una moneda. Si llamamos p a la probabilidad de éxito (1/2 en el
caso de la moneda), la distribucion de probabilidad asociada a la variable aleatoria
que da el nimero de éxitos en una prueba es

NUmero de Probabilidad

éxitos
0 ']-p:q
1 P

cuyo valor medio es p y su varianza pg. Se denomina distribucion de Bernouilli. Se
corresponde con variables estadisticas dicotdmicas en las que las unidades se
clasifican segun pertenezcan o no a una cierta clase, asignandose el valor 1 si per-
tenecen y el valor 0 si no pertenecen.

2. Si ahora consideramos la realizacion de n pruebas éxito — fracaso independien-
tes como seria el lanzamiento de n monedas (p =1/2) o el lanzamiento sucesivo n
veces de un dado, considerando la obtencién de 6 como éxito (p = 1/6), obtene-
mos la distribucion binomial, cuyo valor medio es np y la varianza npg. En el grafico
gue sigue se presenta la distribucion de probabilidad de dos binomiales con n=100
y p=0,1 enuncasoyn =100, p = 0,4 en el otro.
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Distribucion de probabilidad binomial
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3. Asociada también a las pruebas éxito-fracaso tenemos la distribucién de pro-
babilidad geométrica que nos proporciona el nimero de fallos antes de obtener el
primer éxito en pruebas sucesivas independientes (nUmero de cruces obtenidas
antes de la primera cara), con media g/p y varianza g/p’.

Distribucion geométrica para p=0,4 y p=0,1
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4. La distribucion de Poisson se da en situaciones en que tenemos un gran nu-
mero de experimentos independientes y una pequeha probabilidad de éxito en
cada uno de ellos, preguntandonos cuél es la probabilidad de obtener x éxitos en n
experimentos, siendo n muy grande. Por ello, a veces, se la llama ley de los suce-
sos raros. Tiene la particularidad de que la media y la varianza son iguales. Su dis-
tribucién de probabilidad tiene el siguiente aspecto grafico para valores de la media
igualesa 2,5y 8:

Distribucion de probabilidad de Poisson para distintos valores
de la media

03T

0,25

02—

0,156

Probabilidad

0,11

0,05

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Valor de la variable

5. La distribucién de Poisson corresponde al limite al que tiende la distribucién
binomial cuando n es grande y p pequefno como refleja el siguiente grafico en el
que se detalla la distribucién de probabilidad binomial con n=100 y p=0,05 y una
distribucion de Poisson con media np=>5:
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Distribucion de Poisson como limite de la Binomial

B(100;0,05)
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Probabilidad
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0,06
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Valor de la variable

6. Las variables aleatorias y sus distribuciones de brobabilidad asociadas son
modelos tedricos que sirven para describir multitud de situaciones reales como
ventas semanales de un cierto articulo en un supermercado, nimero de articulos
defectuosos en un lote, nimero de vehiculos que pasan por un punto determinado
en una hora, distribucion de precios de un articulo, ... En 8.2.1 habiamos conside-
rado la distribucion de frecuencias de goles marcados en cada uno de los 380 par-
tidos de futbol de la primera divisién de la liga espafiola de la temporada 2000-
2001. La media, 2,88 goles por partido y la varianza, 2,83 son muy similares y es
un primer indicio de que la distribuciéon de Poisson podria describir satisfactoria-
mente la distribucién de frecuencias de goles por partido. Si calculamos las proba-
bilidades tedricas de una distribucién de Poisson de media 2,88 y comparamos con
las frecuencias reales obtenidas obtenemos el siguiente gréfico:
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Namero de goles por partido. Ajuste de Poisson

B Real O Poisson

25,0 4

233

20,0

15,0 A

10,0 4

Porcentaje de partidos

5,0 -

0,0 -

Numero de goles

El grafico refleja como la distribucion teérica de Poisson explica satisfactoriamen-
te el nUmero de goles por partido. Ello se debe a que la distribucién de Poisson se
produce con sucesos que ocurren aleatoriamente en el tiempo o en el espacio con
baja probabilidad de éxito en intervalos cortos o espacios pequefnos, como sucede
con la probabilidad de gol en un intervalo pequefo de tiempo.

7. Un ejemplo clasico de aplicacion de la ley de Poisson lo da la distribucion de
los impactos de bombas volantes en el area sur de Londres durante la segunda
guerra mundial. El érea total se dividié en pequenas areas y se contabilizé el nime-
ro de impactos en cada area pequena. La distribucion del nimero de impactos por
area mostrd un buen ajuste de la distribucién de Poisson, lo que indicaba que las
bombas caian al azar, a pesar de que hubiera algunas éreas con 4 y hasta 5 impac-
tos. Podemos considerar los lanzamientos de bombas como experimentos aleato-
rios independientes. Al dividir todo el area en que caen las bombas en sectores
relativamente pequenos, la probabilidad de que una bomba alcance un determina-
do sector es pequena.

4. La distribucion normal

1. Las variables aleatorias que hemos visto pueden tomar sélo los valores 0, 1,
2, ...,y son, por tanto, variables discretas. Pero al igual que sucede con las varia-
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bles estadisticas existen variables aleatorias que pueden tomar cualquier valor
dentro de un intervalo dado: son variables aleatorias continuas. Mientras que para
una variable discreta cada valor posible de la misma tiene asociado una probabili-
dad concreta de que tome ese valor, en el caso continuo la variable aleatoria puede
tomar los infinitos valores que existen en su intervalo de definicién, resultando que
la probabilidad de un valor particular es cero. Si hablamos del peso de todas las
personas residentes en Espafa, la probabilidad de encontrar una persona que pese
exactamente 61,345768934123 kg serd practicamente nula; sin embargo encon-
traremos un porcentaje apreciable de personas cuyo peso esté comprendido entre
60 vy 65 kg. Es decir, en el caso de variables continuas en lugar de hablar de fun-
cion de probabilidad, hablamos de densidad de probabilidad: la masa unitaria de
probabilidad se distribuye en el intervalo de definicién de la variable de forma que
en unas zonas la densidad de probabilidad es mayor que en otras. En el caso del
peso de personas, encontraremos un mayor porcentaje de personas (mayor densi-
dad de probabilidad) con peso entre 60 y 65 kg que entre 130y 135 kg.

2. En la préactica, en un gran numero de aplicaciones se encuentran distribucio-
nes que se aproximan a la llamada distribucion normal de probabilidad, como es el
caso de errores de medida de magnitudes fisicas y astronémicas y de un gran nU-
mero de distribuciones demogréficas y bioldgicas. La distribucién normal queda de-
finida por su valor medio y su desviacion tipica. El aspecto de su densidad de proba-
bilidad es el del siguiente grafico, que refleja una distribucidon normal de media 8 y
desviacion tipica 2 (coeficiente de variacion = 2/8 = 25%):

Funcion de densidad normal N(8;2)

025 ¢
02+ /-
\
\
015 +
68,3%
01+
0,05 +
95,5%
0 - \ |

7 8 9 10 I 12 13 14 15
Valor de la variable
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3. Como puede verse, la mayor parte de la probabilidad se concentra en valores
relativamente cercanos a la media. En concreto, en cualquier distribucién normal el
68,3% de probabilidad estd comprendida entre la media y més, menos una vez la
desviacion tipica, mientras que entre la media y més, menos dos veces la desvia-
cion tipica se encuentra el 95,5% de la probabilidad o de las observaciones. La
probabilidad se distribuye en forma simétrica alrededor de la media.

4. La gran importancia teodrica de la distribucién normal radica en que, bajo cier-
tas condiciones, son muchas las distribuciones que tienden hacia la normal. En la
figura que sigue puede verse la aproximacion entre una distribucion binomial con
n=16 y p=0,5 (media = 8, desviacién tipica = 2) y la normal de media 8 y desvia-
cion tipica 2.

Aproximacion normal de una distribucién binomial n=16, p=0,5
B(16;0,5) EN(8;2)

0,250

0,200 01960197

0,175 0,175 0,1750,175

0,150 -

0,122 0,121

01220121

Probabilidad

0,100

0,067 0,066

0,050
0,0280,028

0,009 0,009

0,009 0,009

3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13
Valor de la variable

En el caso de la normal la probabilidad del valor 6 se aproxima por el area bajo la
curva normal entre 5,5y 6,5, es decir, la probabilidad comprendida entre 5,5y 6,5
como se refleja en el grafico siguiente, y anadlogamente se aproximan el resto de
probabilidades de cada valor.
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Aproximacion normal a la distribucién binomial

0,15 +

0,05 +

Valor de la variable

5. La distribucién normal juega un papel clave en la teoria de muestras y en el
estudio de errores de muestreo como veremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 11

Muestreo probabilistico y muestreo aleatorio
simple

1. Introduccion

1. Vimos en el capitulo 2 que una muestra es una parte de una poblacién y que
el objetivo que se tiene al estudiar una muestra es el conocimiento de caracteristi-
cas o valores de todo el conjunto poblacional del que se ha tomado la muestra, es
decir, nuestro interés es el conocimiento de valores poblacionales. Un valor pobla-
cional es una expresion que sintetiza los valores de la variable de estudio en las N

unidades de la poblacién completa. Asi, si llamamos x a la variable, podemos estar
N

X
' 2.
interesados en conocer su total X=Zx o su promedio X =1

1

poblacién, y también en conocer sus valores en distintas partes de la poblacion. Si

en toda la

consideramos el sueldo anual de los empleados del INE, ademéas de conocer el
sueldo medio por empleado, podemos estar interesados en conocer el sueldo
medio distinguiendo entre personal funcionario y laboral y dentro del personal fun-
cionario podemos considerar el sueldo medio por grupo profesional; también po-
demos interesarnos por la proporciéon de funcionarios del grupo A respecto al total
de trabajadores y el porcentaje que suponen sus sueldos respecto al total de re-
muneraciones del INE.

2. Un valor poblacional es un valor constante que depende sélo de los N valores
x. De una poblacién de tamano N pueden obtenerse diferentes muestras de tama-
fio n. Si N es grande, por ejemplo personas residentes en Espafa, y n es relativa-
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mente pequeno, por ejemplo una muestra de 10.000 personas, el nimero de po-
sibles muestras es practicamente infinito. Cuando tomamos una muestra de n
unidades para conocer un valor poblacional lo que obtenemos es una estimacion
del mismo que, dependiendo de qué elementos entren en la muestra, podra tomar
valores diferentes. Es decir, el valor estimado es un valor obtenido con los datos
proporcionados por las unidades de la muestra y como tal es un valor Unico para
cada muestra, pero depende de las n unidades concretas que se hayan seleccio-
nado, varia de muestra a muestra: muestras diferentes proporcionan estimaciones
diferentes.

3. Si a cada muestra del conjunto de posibles muestras de tamano n o espacio
muestral, le asignamos una probabilidad no nula de ser seleccionada, de forma que
la suma de probabilidades de todas las posibles muestras sea la unidad, tenemos
un muestreo probabilistico. Al asignar probabilidades de seleccion a las posibles
muestras, estamos convirtiendo el muestreo en un experimento aleatorio en el
que cada muestra (y su estimacién) es un suceso elemental de un espacio mues-
tral, con una probabilidad conocida de suceder.

4. En la préactica es suficiente con asignar probabilidades de seleccién a las N
unidades de la poblacién. Es decir, en el muestreo probabilistico cada unidad de la
poblacién tiene una probabilidad conocida y no nula de ser seleccionada. Cuando
todas las unidades de la poblacion tienen la misma probabilidad de ser selecciona-
das, también todas las posibles muestras son equiprobables y se habla de mues-
treo aleatorio simple. En este caso, siendo n el tamano de la muestray N el de la

poblacién, la probabilidad de seleccionar una unidad cualquiera de la poblacién es
n

N

2. Variabilidad de muestreo. Error estandar

1. Trataremos de aclarar los conceptos anteriores con un ejemplo. Sea una po-

blaciéon de N=6 elementos en los que la variable x, objeto de estudio, toma los

valores x=1{8,3,1,11, 4, 7}. La media poblacional es X = 8+3 +1J;311+ 4r7 5,7,

(8-5,7)+---+(7-5,7)°
6

con una desviacion tipica de c:\/ =3,35 y un coeficiente

3,35

7

de variacion CV = =59,1% . En una muestra aleatoria simple, la media mues-
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tral es un estimador de la media poblacional, asi, si nuestra muestra, de tamano 3,
estuviera formada por los valores (3,11,4) la media muestral seria x=6,0. Selec-
cionemos todas las muestras posibles de tamano 3 calculando para cada una la
media muestral. Los resultados se muestran en el siguiente grafico:

Media muestral versus media poblacional

20 287 » Muestra
14
-e- Poblacion
8,0 -
27,7
x7,3 ®73
7,0 - 7,0
u6,7
16,3 16,3
©6,0 16,0 6,0
8‘»“53 . o ,;.53 o
B -}
25,0 - x50 ' x5,0 '
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2. Sobre el eje de abscisas se sefalan los componentes de cada una de las posi-
bles 20 muestras aleatorias de tamafno 3, todas equiprobables, es decir la probabi-
lidad de tomar una muestra cualquiera es 1/20. En el eje de ordenadas se sefala
para cada una de las muestras la media muestral correspondiente. También se
indica la media poblacional que es constante e igual a 5,7, de acuerdo al célculo
anterior.

3. El gréfico refleja cémo el valor poblacional (la media) es una constante pero su
estimador (la media muestral) presenta valores diferentes segun las unidades que

componen la muestra, es decir, la estimacion, varia de muestra a muestra. Puede
observarse también como las distintas estimaciones se sitlian alrededor del verda-

dero valor que se quiere estimar.

4. Puesto que cada muestra en el ejemplo tiene una probabilidad de 1/20 de ser
seleccionada, cada uno de los 20 valores muestrales tiene también una probabili-
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dad de 1/20 de ser obtenido, es decir, denotando por X la media muestral resulta
P(x=2,7)=P(x=37)=---=P(x=8,7)=1/20 . Este conjunto de posibles valores del
estimador junto con la probabilidad de obtener cada valor constituye la distribucion
en el muestreo del estimador. En base a esta distribucién puede calcularse la pro-
babilidad de que el estimador tome valores en un cierto intervalo; asi, el intervalo
(4,5; 6,5) comprende 9 de las 20 muestras. Es decir, la probabilidad de que la me-
dia muestral tome valores comprendidos entre 4,5y 6,5 es de 9/20.

5. Siendo el estimador una variable aleatoria pueden estudiarse distintas caracte-
risticas del mismo, como son su media 0 esperanza matematica, la varianza y su
raiz cuadrada o desviacion tipica, y el coeficiente de variacion, esto es, el cociente
entre la desviacion tipica del estimador y su esperanza matematica. En particular,
la desviacion tipica del estimador se llama error de muestreo o error estandar.

6. Sobre el ejemplo anterior facilmente podemos comprobar que el promedio de
las 20 estimaciones es 5,7 que coincide con la media poblacional. Esto no es ca-
sualidad, es debido a que en el muestreo aleatorio de unidades elementales la
media muestral es un estimador insesgado de la media poblacional, es decir, la
esperanza matematica del estimador coincide con el verdadero valor que se quiere
estimar. En caso contrario el estimador se dice sesgado y a la diferencia entre la
esperanza matematica o valor medio del estimador vy el valor a estimar se le llama
sesgo.

7. Calculemos a continuacion la desviacion tipica del estimador en nuestro ejem-
plo. Recordemos que dado un conjunto de valores x4, X5, -+, X, , la desviacion tipica
se define como la raiz cuadrada de la varianza, es decir

>

n

donde x = es el valor medio. En nuestro caso x; son las 20 estimaciones del

graficoy X es su valor medio por lo que

2 2 2
. \/(2,7_5,7) +37-57+-+@87-57F _

20
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Asi pues, el error de muestreo en el ejemplo es 1,5 y nos da una medida de la
variabilidad de las estimaciones individuales alrededor de su media. El coeficiente
de variacion de las estimaciones seria

1,5

CV = =0,264— 26,4%
5,7

El coeficiente de variacion del estimador se denomina error de muestreo relati-
vo. Veremos posteriormente que no es necesario tomar todas las posibles mues-
tras para calcular el error de muestreo, lo cudl en la practica serfa irrealizable. Los
propios datos muestrales permiten obtener una estimacién de la magnitud del
error de muestreo.

3. El papel de la distribucion normal en el muestreo
probabilistico

1. En el muestreo probabilistico cada posible muestra y, por tanto, cada estima-
cion, tiene una probabilidad conocida de ser seleccionada. Esto significa que esta-
mos ante un conjunto de posibles valores estimados, cada uno con una cierta pro-
babilidad de ser obtenido, es decir, estamos ante una distribucién de probabilidad:
la distribucion de muestreo. Si conociéramos esta distribucion podriamos determi-
nar la probabilidad de obtener cada posible valor del estimador o, lo que es mas
interesante, la probabilidad de que el valor estimado en una muestra concreta esté
comprendido en un cierto intervalo. En la practica del muestreo no tenemos a
nuestra disposicién todas las muestras posibles, sino que estamos con una mues-
tra particular, es decir, con una estimacién concreta de entre todas las posibles y lo
gue nos interesa es el grado de aproximacion de esa estimacién al verdadero valor
poblacional. No olvidemos que el Unico objetivo de una muestra es conocer carac-
teristicas de la poblacion de la que se ha extraido por lo que necesitamos saber
también hasta que punto nuestros datos estimados reflejan la realidad.

2. La distribucién de probabilidad normal nos proporciona la respuesta ya que la
distribucion de estimaciones se ajusta a una distribucién normal siempre que el
tamafno de muestra sea grande. La desviacién tipica de esta distribuciéon normal de
estimaciones es el error estandar y su valor medio, en caso de estimaciones in-
sesgadas, es el verdadero valor poblacional. Veamos su significado practico. Su-
pongamos que un cierto partido politico obtiene un 25% de los votos en unas de-
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terminadas elecciones y que estamos en situacidon de poder obtener distintas
muestras aleatorias de las papeletas de votacion que estimen el porcentaje de
votos obtenidos. Esta situacidon puede simularse obteniendo muestras de una
distribucién de Bernouilli con probabilidad de éxito p=25%. Obtengamos 100
muestras aleatorias de tamafno n=500 y calculemos en cada muestra el porcentaje
de votos obtenido por el partido en cuestion. Los resultados que se obtienen son
similares a los de la siguiente tabla:

Intervalo % de

estimacion % muestras
20 0,0
22 3,0
24 25,0
26 38,0
28 29,0
30 4,0
32 1,0

El 38% de muestras han dado estimaciones comprendidas entre 24% y 26%,
con sélo un punto de diferencia respecto al valor verdadero de 25% y sélo 8 de las
100 muestras obtenidas arrojan estimaciones fuera del intervalo comprendido
entre 22% vy 28%. El error estandar de la proporciéon estimada es de 1,9 puntos
porcentuales y segln lo dicho, la distribucion de estimaciones deberia ajustarse a
una distribucion normal de media 25 y desviacion tipica de 1,9 puntos porcentua-
les, por lo que podemos calcular la probabilidad teérica de obtener estimaciones
en cada uno de los intervalos de la tabla anterior. Los resultados se muestran en el
siguiente gréafico. Al contemplarlo debe tenerse presente que estamos comparan-
do la distribucién de estimaciones de sélo 100 muestras aleatorias concretas con
la que obtendriamos si dispusiéramos de todas las estimaciones de las casi infini-
tas muestras posibles de votantes de tamano 500, por lo que es esperable que el
ajuste no sea perfecto. Se trata simplemente de comprobar de forma experimental
que la teoria de muestras parece ajustarse a la realidad préactica.
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Distribucion de estimaciones de una proporcion p=25% en 100
muestras aleatorias de tamaiio n=500

B Real O Teodrica

394%
38,0%

29,0%

Frecuencia (%)

5,6% 5,6%

00% 05% 1.0% 05%
L

. —

20% 22% 24% 26% 28% 30% 32%
Valor estimado (clases) (%)

El mismo gréfico expresado en forma lineal da otra vision de la aproximaciéon en-
tre las frecuencias observadas y las proporcionadas teéricamente por la normal:

Distribucion de estimaciones de una proporciéon p=25% en 100
muestras aleatorias de tamaiio n=500
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3. Resulta entonces que con estimadores insesgados, la distribucion de posibles
estimaciones es normal con media el verdadero valor y desviacion tipica igual al
error de muestreo. Resulta, por tanto, que el 68,3% de las muestras posibles van
a proporcionar estimaciones comprendidas entre el verdadero valor y mas/menos
una vez el error estandar, mientras que el 95,5% de las mismas proporcionan es-
timaciones comprendidas entre el verdadero valor y mas/menos dos veces el error
de muestreo, en virtud de las propiedades de la distribucion normal.

4. En la practica nos enfrentamos con una muestra y una estimaciéon concreta y
no conocemos el valor verdadero y tampoco sabemos si nuestra estimacion queda
por encima o por debajo: tan sélo conocemos la estimacion y el error estandar. En
virtud de lo anterior podemos tener una confianza del 68% de que el intervalo
comprendido entre la estimacioén y méas/menos una vez el error estandar cubra el
verdadero valor, y podemos tener un 95,5% de confianza de que el valor verdade-
ro esté comprendido entre la estimacion obtenida y més/menos dos veces el error
estandar. Ello se refleja en el siguiente grafico, en el que los valores desconocidos
aparecen en un tono gris.

Intervalos de confianza alrededor de una estimacion

verdadero estimacion

valor

de confianza
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5. Insistimos en que la tendencia a que la distribucion de estimaciones sea nor-
mal es independiente de la forma de la poblacion de partida y de su grado de asi-
metria, siempre que el tamanho muestral sea grande. En el capitulo 7 se describié
una poblaciéon de 2.960 supermercados con un alto grado de asimetria. El gréfico
que sigue muestra la distribucién de estimaciones de la venta media que se ha
obtenido con 250 muestras aleatorias de tamano 100, comparadas con las que
tedricamente deberfan haberse obtenido de la correspondiente distribucién nor-
mal. Puede verse que, pese a la asimetria de la distribucién original, la distribucion
de estimaciones se acerca a la normal. La venta media real es de 8,54 millones de
euros y puede verse en el grafico que casi el 24% de estimaciones caen en el
intervalo de 8 a 9 millones.

Distribucion de medias muestrales de 250 muestras aleatorias
(n=100)
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4. Estimadores y error estandar en muestreo aleatorio
simple

1. Ya hemos adelantado que la media muestral es un estimador insesgado de la

N
media poblacional. Si estamos interesados en el total poblacional X = Zx =NX,
1
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el estimador insesgado es el resultado de multiplicar la media muestral por el ta-

3 . L _ Ny . : .
mafo N de la poblacién, es decir, X =Nx = — E x . Obsérvese que la estimacion
n
1

. . - N .
del total implica multiplicar cada valor de la muestra por el factor — denominado
n

factor de expansion, factor de elevacion, o simplemente ponderacién, y que co-
rresponde al inverso de la probabilidad de seleccién en la muestra de cada unidad
de la poblacién visto en el parrafo 11.1.4.

2. En el caso de variables dicotdmicas, es decir, que toman el valor 1 si la unidad
presenta la caracteristica que se estudia y el valor O si no la presenta, la proporcién
poblacional es un valor medio, por lo que la proporciéon muestral p es el estimador
insesgado de la proporcién poblacional P y Np es el estimador insesgado del total
de clase, esto es, del nimero total de elementos de la poblacion que presentan la
caracteristica estudiada.

3. El error estandar del estimador de la media se corresponde con la férmula

N-n o e o . .
= —, donde O es la desviacion tipica de la poblacion. Asi, en el ejem-

XTANTT R

plo visto en 11.2 tenfamos N=6, n=3 y ¢ =3,35 por lo que el error estandar de la

media es o5 = ‘/66__? 335 _ 1,5, que coincide con el alli calculado sobre la base de

3

todas las posibles muestras. En la practica, no se conoce la varianza de la pobla-
cion 6% y el error estandar de la media se estima a partir de los propios datos
muestrales mediante

n
> G -%1°
n S
6 =,/1-—-——, donde s’=—"1 ——
VN Vn n-1

También es muy frecuente en la practica que el tamano de muestra n sea pe-

~ ., ., , . n
queno en relacién con el de la poblacidon N, con lo que el término 1_N es muy
proximo a la unidad y en consecuencia 63 =—. (Ver nota al final del capitulo

n

sobre el uso de s?).
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El error estandar del estimador del total poblacional se estima multiplicando el
error estandar de la media por el tamafno de la poblacion, es decir,

Suele ser muy habitual manejar los errores estandar en términos relativos, que
se obtienen al dividir el error absoluto por el valor estimado:

donde cv == es una estimacién del coeficiente de variacién de la poblaciéon calcu-
X

lado con los datos muestrales. Facilmente puede comprobarse que el error estan-
dar relativo es igual para la media que para el total.

4. En el caso de proporciones el error estandar en términos absolutos, es decir,

p(1-p)
n

en puntos porcentuales, se aproxima por 6, = . Al trabajar con errores

absolutos en proporciones debe tenerse presente que, por ejemplo, 2 puntos de
error para una proporcion del 50% se convierte en un 4% (2/50) de error relativo,
pero si la proporcién es del 10% supone un 20% de error relativo. Para proporcio-
nes suele ser mas aconsejable manejar el error en términos absolutos.

5. Veamos un ejemplo sencillo que aclare lo anterior. Supongamos una ciudad de
5.000 viviendas de las que seleccionamos una muestra aleatoria de 50 viviendas
para estimar la poblacion total de la ciudad. El numero de residentes habituales
que se obtiene en las viviendas de la muestra es el siguiente:

Numero de residentes por vivienda

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 2 2 2
2 2 2 2 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 5 5 6 7

El valor cero indica que la vivienda no estd ocupada. La suma de habitantes de
las viviendas de la muestra es de 122, la media es de 2,44 personas por vivienda
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(incluyendo las no ocupadas) y la desviacién tipica s = es 1,70 per

sonas. Puesto que N = 5.000 y n = 50, el factor de expansion de los datos mues-
trales es 5.000/50 = 100 y obtenemos la poblacion estimada de la ciudad multipli-
cando los datos muestrales por 100:

H=100(0+--+6+7) =100-122 = 12.200 habitantes

Si ahora nos fijamos en la caracteristica de que la vivienda esté o no ocupada, en la
muestra tenemos 8 viviendas no ocupadas y 42 ocupadas, de forma que la esti-
macion del nimero de viviendas ocupadas sera \70 =100-42 = 4.200 , mientras
que las restantes 800 viviendas no estan habitadas, resultando la proporcién esti-
mada de viviendas sin habitar en 800/5.000 = 16%.

6. Calculemos ahora el error estédndar de las estimaciones anteriores. A partir de
los propios datos muestrales hemos obtenido una media de 2,44 y desviacion

tipica s de 1,70y, por tanto, el error de muestreo para la estimacion 2,44 del nu-
mero medio de habitantes por vivienda sera de 65 = % = 0,24 habitantes y para

el total estimado (12.200) de habitantes de la ciudad, el error estandar sera de
65 =5.000-0,24 =1.200 habitantes. De acuerdo a lo dicho en 11.3.4 podemos
tener una confianza del 68,3% de que el verdadero nimero de habitantes de la
ciudad este comprendido en el intervalo

(12.200-1.200; 12.200+1.200) = (11.000; 13.400)

y una confianza del 95,5% de que el verdadero valor esté comprendido en el inter-
valo

(12.200-2%1.200; 12.200+2*1.200) = (9.800; 14.600)

1.200

—————=9,8%, igual para la me-
12.200

El error estandar en términos relativos es ee, =

dia que para el total.

El error de muestreo de la proporcion de viviendas no habitadas (16%) sera de
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8, = Jpﬂ_p) = \/0’16(1—0’16) =5,2 puntos

n 50

en términos absolutos y de 5,2/16 = 32,5% en términos relativos. Para la propor-
cién de viviendas habitadas (84 %) el error de muestreo es

Sp = \/p“ P _ JO'84(1 —084) _ 5,2 puntos
n 50

igual en términos absolutos, pero en términos relativos es de 5,2/84 = 6,2%.

7. Si se quiere determinar el tamano de muestra necesario para obtener un cier-
to nivel de error estandar, no hay mas que despejar n en las férmulas anteriores.
Conviene notar que el error estandar es inversamente proporcional a la raiz cua-
drada del tamafno de muestra. Esto significa, por ejemplo, que para reducir el error
estandar a la mitad es necesario tomar un tamafo de muestra cuatro veces supe-
rior y si lo queremos reducir a la tercera parte necesitaremos una muestra nueve
veces mayor. El siguiente grafico relaciona el coeficiente de variacion de la pobla-
cion, el error estandar y el tamafno de muestra. En el mismo puede comprobarse
como para un coeficiente de variacién poblacional del 80%, necesitamos una
muestra de 400 unidades si deseamos un error de muestreo del 4%; pero si el
error de muestreo deseado es del 2%, entonces la muestra necesaria se incre-
menta hasta 1.600 unidades. El gréfico ilustra también como el tamafno de muestra
se incrementa con la variabilidad de la poblacion.
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Tamafio de muestra segiin CV de la poblacion y error estandar

Error estandar: |“f>“ 2% ~5-3% —A—4%\

Coeficiente de Variacion

Nota sobre la utilizacion de s°:

i(xi - 2)2
1

En 11.4.3 se ha introducido la expresions?® = , que se denomina cua-

sivarianza, y en la que la suma de cuadrados de las desviaciones a la media se
divide por n-1 en lugar de n. También alli se indicaba que en muestreo aleatorio

simple la varianza del estimador de la media (cuadrado del error estandar)
-no

es oz = —, dénde o2 es la varianza poblacional, en general desconocida.

. =1 n, , . . . . . .
Pues bien, la razén tedrica para introducir la cuasivarianza s? es que el estimador
N-n o2 . n, s?
—, es 82 =(1-—)—.
N-1n N n

insesgado de la varianza de la media ¢% =

En la practica, siendo n suficientemente grande resulta indiferente dividir la su-
ma de cuadrados de las desviaciones a la media por n-1 o por n.
También para ser consistentes con lo anterior, la varianza estimada de la propor-

(1-0)p0=p)
N n-1

(1-n/N) es muy pocas veces importante y con muestras de tamafo moderado o

cidon muestral deberia calcularse como 63 = . Sin embargo el factor

grande no importa que se trabaje con n 6 n-1. De ahi que en 11.4.4 se haya utili-

zado la expresion 6, = pl1=p) )

n
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Capitulo 12
Poblacion y marco. Muestreo en etapas

1. Unidades de muestreo y unidades elementales

1. Conviene distinguir entre unidad elemental y unidad de muestreo. La unidad
elemental o unidad de estudio es todo elemento o individuo miembro de la pobla-
cion objetivo o poblacion de referencia. Las variables objeto de estudio o variables
estadisticas se miden sobre las unidades elementales o unidades estadisticas. Las
unidades de muestreo son aquellas que forman parte del proceso de seleccién de
la muestra. La unidad de muestreo puede coincidir con la unidad elemental, en
cuyo caso hablamos de muestreo de unidades elementales, o puede referirse a un
conjunto de unidades elementales, que se denomina conglomerado.

2. Por ejemplo en la Encuesta Industrial de Empresas las unidades de estudio
son las empresas y se toma una muestra de las mismas a partir de un listado o
directorio de empresas (DIRCE). En este caso la unidad elemental y la unidad de
muestreo coinciden. Sin embargo, en la Encuesta de Poblaciéon Activa (EPA), las
unidades de estudio son las personas residentes en viviendas familiares, pero no
se toma directamente una muestra de personas: primero se selecciona una mues-
tra de secciones censales' y, posteriormente, dentro de cada seccién seleccionada

1 Una seccion censal es una porcién de territorio bien delimitado. Las secciones censales cubren todo
el territorio nacional y no se solapan entre si. Espafia esta dividida en unas 34.000 secciones, con un
tamafio medio que no llega a 1.500 habitantes.
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se toma una muestra de viviendas. Tenemos dos unidades de muestreo: las sec-
ciones, en primer lugar, y las viviendas de las secciones de la muestra, en segundo
lugar. Las unidades de estudio son las personas que habitan las viviendas selec-
cionadas. La muestra de la EPA es un ejemplo de muestreo en dos etapas.

2. Marco de muestreo

1. El concepto de poblacion establecido anteriormente como conjunto de unida-
des de las que se desea informacién, se refiere a la poblacion objetivo o poblacion
de referencia y constituye un modelo ideal. En la practica, la muestra se selecciona
a partir de un material soporte, denominado marco, que coincide en mayor 0 me-
nor grado con la poblacién objetivo. En sentido estricto, el marco de muestreo se
define como la lista de unidades de muestreo a partir de la cual se selecciona la
muestra.

Si hablamos por ejemplo de la Encuesta Industrial de Empresas 2002, la pobla-
cion de referencia son las empresas industriales que han tenido actividad econé-
mica durante el afio 2002 y el marco de muestreo es la lista del DIRCE. Pero, co-
mo suele suceder con cualquier listado, su actualizacién no es perfecta y nos en-
contramos que en la realidad existen empresas que han tenido actividad econdmi-
ca en el ano que no figuran en el DIRCE, y a la inversa, tenemos empresas en el
DIRCE que no existen o no han tenido actividad econémica en el ano. Resulta
evidente que la coincidencia entre el marco y la poblacion objetivo debe ser maxi-
ma. La cobertura de un marco es la medida en que dicho marco incluye a todos los
elementos de la poblacién objetivo.

2. En sentido amplio, el marco de muestreo comprende no soélo listas de unida-
des de muestreo, sino que incluye todo el material e informacion previa que dis-
ponemos sobre la poblacién y su agrupacion en unidades de muestreo. En el caso
de las secciones censales forman parte del marco, ademas de la identificacion y
delimitacién geogréafica de las mismas, la informacién que tengamos de ellas sobre
tamafo en términos de habitantes, hogares vy viviendas, los callejeros de seccién,
los planos, la lista de viviendas de cada seccion, ... En el DIRCE el marco incluye
toda la informaciéon disponible sobre las empresas, como actividad econémica,
nuimero de empleados, facturacién, ano de constitucion, holding al que pertenece,
personas de contacto, ...
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3. Muestreo en etapas

1. Es frecuente que el muestreo de unidades elementales no sea utilizado en la
practica por la imposibilidad practica en muchas ocasiones de obtener una lista de
unidades elementales en la cudl basar la seleccion de la muestra, y también por-
que la seleccién de unidades elementales proporciona en general una muestra
muy esparcida de unidades a entrevistar con el consiguiente incremento de coste
y tiempo.

2. Para evitar estos inconvenientes surge, de forma natural, el muestreo de con-
glomerados, agrupando las unidades elementales préximas en un conglomerado
gue se constituye en la nueva unidad de muestreo, més grande que la unidad ele-
mental, como es el caso de las secciones en la muestra de la EPA. Los conglome-
rados deben estar perfectamente definidos, lo cuél significa que no haya solapa-
miento entre ellos (una unidad elemental pertenece sélo a un conglomerado) y que
el conjunto de todos los conglomerados contiene a la poblacién objeto de estudio.

3. La agrupacion de unidades elementales en unidades de muestreo mas am-
plias tiene ventajas e inconvenientes. Entre las ventajas podemos citar el ahorro de
coste y tiempo, y la mayor facilidad de preparar listas (sélo se necesitan para los
conglomerados de la muestra). De los inconvenientes hay que destacar la menor
precisiéon derivada de una mayor homogeneidad de las unidades elementales de-
ntro de un conglomerado respecto a la caracteristica de estudio. Por ejemplo en
una cierta seccion de la EPA puede haber una cierta tendencia a mayor o menor
desempleo dependiendo de en qué zona o barrio de una cierta ciudad se localice.
En un muestreo sobre intencién de voto en unas elecciones es sabido que deter-
minadas zonas tienen una acusada fidelidad a un determinado partido politico.

4. Si en el proceso de muestreo investigamos todas las unidades elementales
contenidas en los conglomerados seleccionados en la muestra, el muestreo se
denomina en una etapa o monoetapico. Ahora bien, para evitar el inconveniente
apuntado (homogeneidad dentro del conglomerado) podemos investigar no todas
las unidades elementales del conglomerado, sino seleccionar a su vez una muestra
probabilistica de las mismas. Estarfamos asi ante un muestreo en dos etapas, co-
mo hemos visto en la EPA: las unidades de primera etapa o unidades primarias de
muestreo serian los conglomerados y las unidades de segunda etapa serfan las
unidades elementales.
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5. Este proceso puede generalizarse llevandonos asi al muestreo multietapico o
polietapico. Obsérvese que en muestreo por etapas se definen distintas unidades
de muestreo y que la lista de unidades de muestreo en una etapa dada, so6lo es
necesario disponerla para las unidades seleccionadas en la etapa inmediatamente
anterior. Se constituye asi una jerarquia entre las distintas unidades de muestreo
de acuerdo a las etapas del proceso.
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Capitulo 13
Muestreo estratificado

1. Definiciéon y objetivos

1. El muestreo estratificado consiste en : 19) Dividir la poblaciéon de N unidades
en un cierto numero de subpoblaciones llamadas estratos, de forma que las unida-
des que componen cada estrato sean lo mas homogéneas posibles en cuanto a la
variable objeto de estudio. Cada unidad de la poblacién ha de pertenecer a uno y
s6lo uno de los estratos formados. El nUmero de unidades que pertenecen a un
estrato dado es el tamafno del estrato. 2% Seleccionar una muestra probabilistica
en cada estrato. La muestra de cada estrato es independiente de la muestra de
cualquier otro estrato. Si la muestra dentro de cada estrato es una muestra aleato-
ria simple (probabilidades iguales) tenemos el muestreo aleatorio estratificado.

2. Los principales objetivos del muestreo estratificado son:

a) Ganancia en precision respecto al muestreo no estratificado. Es el objetivo
fundamental y en poblaciones muy asimétricas pueden conseguirse excelentes
resultados como veremos en un ejemplo.

b) Posibilidad de obtener estimadores separados para cada estrato o agrupacion
de estratos, lo que proporciona una informaciéon mas rica y detallada.

¢) Mas eficacia en la organizacién administrativa, al poder considerar como varia-
bles de estratificacion provincias o regiones geograficas, que permiten una mayor
descentralizacion de la organizacion de Campo y de tareas administrativas.

d) Los problemas de muestreo pueden diferir marcadamente en diferentes par-
tes de la poblacion. Al ser el proceso de muestreo independiente en cada estrato,
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pueden aplicarse métodos diferentes de muestreo por estrato de acuerdo a la
informacion de que se disponga.

3. Respecto a las variables o criterios de estratificacion, su nimero y el nimero
de estratos, dependen de los objetivos concretos de cada caso, de la informacion
disponible y de la estructura de la poblacion; las variables utilizadas en la estratifi-
cacion, deberan estar correlacionadas con las variables objeto de investigacion,
aungue también pueden incluirse criterios administrativos (regiones geograficas,
tamano de municipio, sectores de actividad) o necesidades de desglose o clasifi-
cacion de la informacion final, por ejemplo una encuesta a funcionarios en la que
se necesita informacién separada por ministerio en el que se trabaja: el ministerio
se convertiria en una variable de estratificacion. En general, un nimero moderado
de variables de estratificacién y de estratos es suficiente para obtener ganancias
de precision, ganancia que suele ser decreciente al aumentar el nimero de estra-
10s.

2. Un ejemplo: ventas de supermercados

1. Volvamos a la poblacion de 2.960 supermercados con superficie de venta
igual o superior a 400 m* que hemos visto en capitulos anteriores. Recordemos
que las ventas totales son de 25.265 millones de euros con una venta media de
8,54 millones por supermercado y un coeficiente de variacion de 199%. Esto signi-
fica que una muestra aleatoria de 100 supermercados, seleccionada para estimar

las ventas totales, tendria un error de muestreo de j% =19,9%.

2. Sabemos que la superficie de venta esta correlacionada con las ventas segun
puede verse en el grafico.
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Superficie y ventas de supermercados
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Podemos utilizar la superficie como variable para formar tres estratos: entre 400
y 999 metros cuadrados, de 1.000 a 2.499 m” y 2.500 m’y mé&s. Los datos pobla-
cionales se resumen en la siguiente tabla:

Datos poblacionales de supermercados

Ne de Venta Venta Desviacion Coeficiente
estableci- total Media tipica variacién
mientos (millones) (millones)
Total poblacién 2.960 25.265 8,64 17,02 199
Estrato 1
<1.000 m* 2.148 8.099 3,77 2,11 56
Estrato 2
1.000-2.500 m® 617 5.617 9,10 4,96 54
Estrato 3
>2.500 m? 195 11.549 59,23 38,08 64

Lo interesante del cuadro es comprobar cémo el coeficiente de variacién de la
poblacién, de 199%, se reduce drasticamente con la estratificacion: en lugar de
considerar la poblacién total, pasamos a considerar tres subpoblaciones (estratos)
con coeficientes de variacion de 56%, 54% y 64%, respectivamente, es decir
mucho més homogéneas. Resulta claro que al seleccionar ahora una muestra en
cada estrato, el error de muestreo se reducird sensiblemente.
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3. Afijacion

1. En muestreo estratificado surge el problema de coémo distribuir la muestra to-
tal entre los estratos, que se conoce como afijacion de la muestra. En principio la
muestra puede distribuirse de cualquier forma, segun el buen juicio del disefador

de la misma. Pero lo normal es que se utilice alguno de los dos siguientes crite-
rios.

2. La afijacion proporcional distribuye la muestra total en proporcién al nimero
de unidades de cada estrato. Asi, en una muestra de 100 supermercados reparti-
dos proporcionalmente al nUmero de supermercados de cada estrato, resultaria en
72 supermercados en el estrato 1, 21 en el estrato 2y 7 en el estrato de los més
grandes. El error de muestreo que arrojaria esta muestra para la estimacion de las
ventas totales serfa del 11,6%, en lugar del 20% obtenido con una muestra aleato-
ria, reflejando el efecto de la disminucién de la variabilidad poblacional producida
por la estratificacion.

3. La afijacion dptima distribuye la muestra total entre los estratos de forma que
se minimice el error de muestreo. Para ello tiene en cuenta no sélo el niumero de
unidades de cada estrato, sino también la desviacion tipica de cada uno. En el caso
de los supermercados puede verse en el cuadro que la desviacion tipica en cada
estrato varia entre 2,11 en los pequefos y 38,08 en los mas grandes y la conse-
cuencia es que la afijacion 6ptima tira de la muestra hacia los grandes. La anterior
muestra de 100 supermercados repartida de forma 6ptima supondria muestrear
30, 20 y 50 supermercados en los estratos 1, 2 y 3, respectivamente, es decir, la
muestra se va hacia los estratos con mayor desviacion tipica. El error de muestreo
que se obtendria con esta distribucion muestral es del 5,9%. Vemos, pues, que la
estratificacion y la forma de distribuir la muestra entre estratos puede producir
importantes ganancias en precision:
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Comparacion de errores de muestreo. Poblacion de
supermercados. Tamaiio de muestra n = 100

11,6%

5,9%

Muestra aleatoria Estratificacion proporcional Estratificacion éptima

4. La estratificacion, si es eficiente, produce también importantes ahorros de
coste ya que permite trabajar con tamanfos de muestra menores. En el gréafico
vemos que el error estandar con afijacion proporcional es casi la mitad que el de
una muestra aleatoria de igual tamano. Para alcanzar esta precision con muestreo
aleatorio se necesitaria una muestra casi cuatro veces mayor, lo que implicarfa un
aumento de costes de similares proporciones.
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Capitulo 14
Estimador de razon

1. El estimador de razédn trata de mejorar la precision de un estimador utilizando
la informacion que se posee, para la poblaciéon investigada, de una variable auxiliar
que se supone correlacionada con la variable de estudio. Sea VY, la variable de estu-
dioy sea X, la variable auxiliar conocida para el universo o poblaciéon en estudio, es
decir, conocemos el total poblacional X.

2. Supongamos que se desea estimar la produccién de trigo de una poblacién de
N=5.000 explotaciones agrarias mediante una muestra aleatoria de n=100 explota-
ciones, y poseemos informacion sobre la superficie cultivada:

explotacion prod. trigo (Y) superf. cultivada (X)
1 Y, X,
2 Y, X,
total muestral y=5.100t x=1.700 ha

El estimador insesgado lineal de la produccion de trigo es

n
Y=ﬂz\(i _ Ny _50+5.100 =255.000 t
n T n

Puesto que poseemos informacién de la superficie cultivada X y conocemos su
total poblacional X=100.000 ha, podemos, ademas, estimarlo con los datos de la
muestra
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X =-'\1in =N~ 50+1.700 =85.000 ha
n T n

X

El cociente ;z constituye una cierta medida de la representatividad de la

x| x|

. X X e
muestra: si §>1 , COMO €es nuestro caso en que ;:1,176, indicaria que en la

muestra hay una mayor representacion de explotaciones pequefas, mientras que

- X ] 9 .
Si §<1 , tendriamos una mayor representacion de explotaciones grandes.

Habiendo correlacién entre ambas variables parece logico utilizar la desviacion X

cometida en la estimacién de la variable conocida para corregir la estimacion de Y.
Esto nos lleva al estimador

Vo = VX = Y x —Rx
X X

En muestro ejemplo
~ 100.000 ha  255.000 t

Y =255.000 t =
85.000 ha  85.000 ha

100.000 ha =3 %,,100.000 ha = 300.000 t

R= —;— =X | se llama estimador de razon, Ys es el estimador del total por el mé-

X<

todo de razon. Yg lo podemos escribir como

n
X - 100.000 ha

yo-=2 5.100 t =300.000 t
N x 1.700ha
n

- N
Ve =—
R n

1

es decir, el estimador del total por razén equivale a la expansion de los datos
muestrales mediante el factor X/x , relacion entre el valor poblacional y el valor
muestral de la variable auxiliar X, en lugar de utilizar la expansion N/n de nimero o
expansion simple, directa o de disefio. Al factor X/x le llamamos factor-X. El co-
ciente entre ambos factores coincide con la medida de representatividad muestral

X ya que
)A(r
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X X X X
NN R X
no—x X X
n
.S . = QR "X e
La media Y se estima por Yg =W=R—=RX .

N

3. Otros ejemplos del método de razén los encontramos cuando se estiman ven-
tas o valores de produccién de una poblacién de empresas o establecimientos
utilizando los datos de personal empleado como variable auxiliar. En general, cuan-

do la razéon Yl es similar en todas las unidades de la poblacién, la razon muestral
i

Y varia poco de muestra a muestra y el estimador de razén es de gran precision.

X

En el ejemplo de explotaciones agricolas, si el rendimiento o produccién de trigo
por hectéarea no varia mucho entre todas las explotaciones de la poblacion, la esti-
macidn por razén puede ser considerablemente mejor que la de simple expansion.

4. Tanto el muestreo estratificado como el estimador de razdn son ejemplos de
procedimientos que utilizan de forma muy eficiente la informacién auxiliar disponi-
ble sobre la poblacion objeto de estudio para mejorar las estimaciones y disminuir
tamanos de muestra y costes. Lo habitual en la practica es que ambos procedi-
mientos se utilicen de forma simultanea, es decir, se realiza un muestreo estratifi-
cado vy se utiliza estimador de razén en cada estrato, combinandose de forma ade-
cuada las estimaciones posteriormente.

5. Como un ejemplo mé&s de utilizacién del método de razdén podemos citar la
Encuesta de Poblacién Activa (EPA). De acuerdo al procedimiento de seleccion de
la muestra, brevemente descrito en 12.1.2, el factor de expansién de disefio o
directo a utilizar serfa el cociente entre el nimero de viviendas en la poblacién y en
la muestra. Sin embargo, la EPA utiliza como variable auxiliar en sus estimaciones
los datos de numero de habitantes o poblacién residente en viviendas familiares,
conocidos a través del padréon y de las proyecciones de poblacion. En consecuen-
cia la expansion en la EPA se basa en la relacion de la poblacion total residente en
viviendas familiares a la poblaciéon residente en las viviendas de la muestra, calcu-
lada en cada estrato.
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Capitulo 15
Muestreo sistematico

1. Sea una poblacion {uj,u,,...,uy}. La seleccién sistematica de una muestra de n
unidades se realiza en la siguiente forma: sea k=N/n (suponemos N divisible por
n), tomamos un numero i al azar 1<i<k con probabilidad 1k y la muestra siste-
matica queda formada por las n unidades {ui,ui+k,ui+2k,...,ui+(n_1)k}. Como vemos, la
seleccion de la primera unidad determina la muestra completa y existen k =N/n
muestras posibles. Las k muestras posibles son equiprobables (prob. = 1/k) y la
probabilidad de que la unidad u, esté en la muestra es 1/k =n/N. La media mues-
tral es el estimador insesgado de la media poblacional.

2. Por ejemplo si N=60 y n=10 tenemos (k=6) las siguientes seis muestras posibles,
dénde se indica el valor de la variable X en estudio en cada unidad seleccionada:

Muestra

1 2 3 4 5 6
X, X, X, X, X, X,
X? XB XE X1 0 X1 1 X1 2
X49 XSO X51 X52 XES X54
X X X X X X

3. El muestreo sistematico es de facil aplicacion practica y asegura ademas que
la muestra se extiende a toda la poblacién. El comportamiento del muestreo sis-
temético respecto al muestreo aleatorio simple, depende en gran medida de las
propiedades de la poblacién. En poblaciones en las cuales la numeracion de las
unidades puede considerarse al azar respecto a la caracteristica que se mide, ca-
bria esperar que el muestreo sistematico fuera equivalente al muestreo aleatorio
simple y que tuviera un error de muestreo similar e incluso menor por su efecto
distribuidor de la muestra.
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4. Podria considerarse la poblacién dividida en n estratos, los cuales consisten de

las primeras k unidades, las segundas k unidades, ..., es decir, al contemplar el
cuadro de muestras posibles en horizontal, cada fila seria un estrato. La muestra
sistematica corresponderia a una muestra estratificada con una unidad por estrato,
por lo que seria razonable esperar una mayor precision respecto al muestreo alea-

torio simple.

5. El cuadro que sigue presenta las seis muestras sistematicas de tamaho 8 de

una poblacién de 48 unidades, junto con la media estimada por cada muestra.

Muestra

1 2 3 4 5 6

30 50 70 90 110 130
150 170 190 210 230 250
270 290 310 330 350 370
390 410 430 450 470 490
510 530 550 570 590 610

630 650 670 690 710 730
750 770 790 810 830 850
870 890 910 930 950 970

Media

450 470 490 510 530 550

La poblacion esta ordenada por el valor de la variable, cuya media poblacional es

igual a 500, y se puede apreciar horizontalmente el efecto de estratificacion aludi-
do. En el gréafico puede observarse la tendencia lineal de los valores poblacionales:

Valor de la variable

1.200
1
1.000 -
800 -
600 -
400

200 -

Muestreo sistematico en una poblacion con tendencia lineal

ot
T
/% I/{(

e L s s S B B S S B B B S B S S LIS B B B s T T T T L e

1 3 5 7 9 11 13 16 17 19 21 23 256 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47
Unidad u;
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Se destaca también en el grafico una de las posibles muestras sistematicas. In-
tuitivamente se ve que la muestra sisteméatica es mas efectiva que la muestra
aleatoria simple ya que asegura presencia en la muestra de todas las zonas de
tendencia, pero es menos efectiva que la muestra estratificada ya que si la mues-
tra sistematica es muy baja en un estrato, es muy baja en todos, mientras que la
estratificacion da oportunidad a seleccionar cualquier unidad dentro de cada estra-
to. El comportamiento de la muestra sistematica podria mejorarse usando una
muestra centralmente ubicada. De hecho, las muestras 3 y 4 son las que presen-
tan estimaciones maés proximas al valor poblacional.

6. En poblaciones cuya ordenacién tiene una componente periddica hay que ser
especialmente cuidadosos en el uso del muestreo sistematico. El cuadro y gréafico
que siguen presenta los datos de una poblacién con valor medio X =198 vy las
distintas muestras sistematicas:

Muestra

1 2 3 4 5 6 7 8 9
101 169 289 258 128 119 246 294 182
100 186 295 242 117 131 261 287 165
101 204 299 226 108 145 274 277 149
106 221 299 208 102 161 285 265 134
114 238 297 191 100 178 293 250 122
125 254 291 173 100 195 298 234 112
Media 108 212 295 216 109 155 276 268 144

Muestras sistematicas en una poblacién con componente
periodica

350

300

: MDA

160 +

Valor de la variable

@

100 €

ks

muestra 1 ' | muestra 2

50 -

A 4
media poblacional

1 3 5 7 9 11 13 16 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53
Unidad y;
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Debido a la periodicidad en la ordenacién existen muestras que repiten los valo-
res mas pequenos o los mas grandes y se alejan sensiblemente de la realidad.
Esto sucede porque el valor k que determina la composicion de la muestra siste-
matica coincide o es multiplo entero del periodo que marca la ordenacion de la
poblaciéon. Sin embargo, si reordenamos de forma aleatoria la poblacion el proble-
ma puede evitarse. El cuadro que sigue presenta los mismos datos poblacionales
ordenados aleatoriamente, junto a las estimaciones de cada muestra sistemética.

Muestra
1 2 3 4 5 6 7 8 9
195 246 261 242 173 295 102 293 100
234 169 100 117 178 131 100 186 299
112 287 114 277 165 297 226 204 250
299 254 101 294 274 145 134 122 125
101 289 161 238 191 106 285 182 128
258 108 298 208 119 265 149 291 221
media 200 226 173 229 183 207 166 213 187

El gréfico proporciona las medias estimadas por cada muestra sistematica cuan-
do la ordenacion tiene una componente periédica o es aleatoria: la variabilidad de
las estimaciones (error de muestreo) con ordenacion aleatoria es sensiblemente
menor.

Valores estimados de la media segiin ordenacion

\-—_0— orden periédico ~- orden aleatorio =#=media poblac. ‘

350 ——— — —

300 +- -

250 + -

N

(@)

o
L

Valor estimado

Muestra
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7. Poblaciones con tendencia mas o menos periddica se encuentran en la practi-
ca con relativa frecuencia y no siempre es posible proceder a una ordenacion alea-
toria de la misma. Ejemplos son el flujo de transito por un punto de una carretera
durante las 24 horas del dia y las ventas de una tienda durante los dias de la se-
mana. Para estimar un promedio sobre un periodo de tiempo, una muestra siste-
matica diaria a las 6 de la tarde o cada martes, no serfa obviamente juicioso. La
estrategia correcta es girar la muestra sobre la curva periddica, por ejemplo, viendo
que cada dia de la semana y cada segmento horario esté igualmente representado,
en el caso de las ventas de una tienda. La figura que sigue presenta una muestra
sistematica que proporciona una media muestral exactamente igual a la media
poblacional.

!
Media poblacional
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Capitulo 16
El efecto del diseio

1. En 11.4.3 se vio que la varianza de la media en un muestreo aleatorio simple
2
: . _ n,s L .
se estima mediante vas(x)=(1—ﬁ)—. Cuando el disefio muestral se hace més
n

complejo (muestreo estratificado y/o por conglomerados, uso del estimador de
razon), la férmula para estimar la varianza de la media resulta también més comple-
ja 'y suele recurrirse en la practica a relacionar la varianza del estimador de la media
con el diseno actual y la que se obtendria con un muestreo aleatorio simple con el
mismo numero de unidades elementales en la muestra. En 13.3.3 ya se utiliz6
implicitamente esta relacion para comparar la precision del muestreo estratificado
respecto al aleatorio simple. Se define el efecto del disefio (Efd) como la razén de
la varianza real del estimador de una muestra dada a la varianza que tendria el es-
timador en una muestra aleatoria simple con el mismo nimero de unidades ele-
mentales:

Efd =)
V.
De dénde
2 2 2
V() =v, (X)-Efd=(1- 3 Efd= 3 Efd="S¢
N n n n
con
s; =s* Efd
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kv 2 2 2
V) _ S Efd=Y Efd=SYd

X XN n n

v

En términos relativos tendriamos

2. S§ puede considerarse como una varianza por elemento que incorpora todas
las complejidades del diseno muestral y, por tanto, varfa con cualquier cambio que
se haga en el disefio de la muestra, mientras que s’ se refiere a la varianza por
elemento sin considerar el disefNo muestral. De la misma forma cv seria el coefi-
ciente de variacion sin incluir el disefo muestral y cv, se referiria a un coeficiente
de variacion que incorpora toda la complejidad del disefo. El Efd suele ser menor a
la unidad en muestreo estratificado, expresando la reduccién en la varianza debida
a la estratificacion, mientras que en muestreo de conglomerados serd mayor que
uno debido al similar comportamiento de las unidades dentro de cada conglomera-
do, que hace perder eficiencia al muestreo. Una ventaja de introducir la idea del
efecto del disefo es que permite manejar, en disenos de muestreo complejos, los
conceptos de error estdndar y tamafno de muestra con las férmulas sencillas del

muestro aleatorio simple.

3. Al planear una nueva encuesta es frecuente que no se disponga de datos
concretos sobre la variabilidad poblacional s® por elemento. Si el disefio muestral
va a incorporar estratificaciéon, el uso de conglomerados y/o estimadores del tipo
de razén, tampoco se conocerd a priori la incidencia del diseno muestral en los
errores de muestreo. En ocasiones serd necesario realizar algun tipo de estudio
piloto previo que permita tener estimaciones de los datos necesarios para realizar
un diseno eficiente. En otras ocasiones podra utilizarse la experiencia de otras
encuestas para establecer alguna aproximacion de los valores s? o sf, o los co-
rrespondientes coeficientes de variacion cv, cv, sobre los que basar el diseno
muestral y establecer los tamanos de muestra.

122



Capitulo 17. Otros aspectos del muestreo

Capitulo 17
Otros aspectos del muestreo

1. Muestreo en dos fases

1. Habra ocasiones en que el conocimiento previo que se dispone del universo
objeto de estudio es muy limitado e insuficiente para proceder a una estratificacion
eficiente o para la utilizacion de estimadores del tipo de razén que nos permitan
importantes reducciones del error estandar. En estos casos puede ser conveniente
la realizacién de una primera muestra, relativamente amplia, con el objeto de esti-
mar aquellas caracteristicas basicas que nos sirvan para la utilizacién posterior de
muestreo estratificado o de estimadores de razén. Una vez determinadas las ca-
racteristicas del universo que sean de interés, se selecciona en una segunda fase
una submuestra de la primera sobre la que ya se estudian propiamente las varia-
bles objeto de estudio. Este proceso se conoce como muestreo doble o muestreo
en dos fases. El proceso se justifica si la informaciéon obtenida en la primera fase
permite una reduccion de muestra en la segunda fase que compense costes.

2. La muestra correspondiente a la primera fase se denomina también muestra
censal, muestra maestra o censo muestral. Estas denominaciones indican un pri-
mer proceso de muestreo sustitutivo de un censo completo, es decir, cuyo fin es
conocer caracteristicas poblacionales, incluso el propio tamano del universo N,
necesarios para el posterior disefo de la muestra. Este procedimiento censal en
base a una muestra no debe sorprender: es practica habitual en grandes operacio-
nes censales proporcionar resultados basados en una muestra de los cuestionarios
censales en lugar de utilizar la informaciéon completa del censo total. La muestra en
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segunda fase puede denominarse muestra principal o0 muestra de estudio, ya que
es la muestra sobre la que se miden las variables objeto de estudio.

2. Muchas variables de estudio

1. Cuando se estudia la teoria de muestras siempre se habla de la variable de es-
tudio X. Sin embargo cuando se selecciona una muestra van a ser muchas varia-
bles X las que se estudien en cada unidad muestral, lo que significa que la muestra
va a proporcionar multitud de estimaciones cada una con su propio nivel de error
estandar, es decir, no puede hablarse de la calidad global de una muestra, sino que
cada estimacion que proporcione, tendrd su propio error de muestreo. Previamen-
te habra que haber definido un tamano de muestra en funcién de un cierto error
estandar. Si quisiéramos el mismo nivel de error estdndar para cada variable en
estudio resultarfan tamahos de muestra diferentes para cada una, lo cudl, desde un
punto de vista practico no tiene sentido. Lo normal sera que entre las variables a
estudiar haya unas pocas de mayor importancia y sean éstas las que predominen
en la determinacion del tamafno de muestra, llegdndose a una solucién de com-
promiso. Un problema similar surge al establecer la distribucion éptima de una
muestra estratificada para distintas variables a estudiar: cada variable nos puede
proporcionar afijaciones diferentes y debe llegarse a una solucion Unica.

2. El concepto de error de muestreo surge porque al tomar cientos o miles de
muestras independientes de una poblacién para estimar un parémetro, las estima-
ciones presentan una variabilidad aleatoria que puede aproximarse por la distribucién
normal. En una forma anéloga se puede pensar que cuando una muestra proporcio-
na cientos, miles de estimaciones se pueden aplicar las propiedades de la distribu-
cion normal y pensar que, por ejemplo, un 5% de las estimaciones quedan fuera de
su intervalo de confianza (£ 2 veces el error estandar), es decir, alejadas de la reali-
dad, sin que pueda saberse cuales son: es el analista de los resultados el que con su
conocimiento y experiencia puede separar, quizd no totalmente, aquellos datos que
reflejen la realidad de aquellos otros que pueden ser debidos a variaciones extremas
de muestreo o a sesgos introducidos en la muestra, no importantes para muchas de
las variables investigadas pero que si lo son para otras.
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3. Muestreo repetido de la misma poblacion

1. En la actualidad es préactica comun la de utilizar muestras para recoger series de
datos sobre la misma poblacion que se publican a intervalos regulares de tiempo.
Ejemplos de ello los tenemos en las encuestas de poblacion activa o de fuerza de
trabajo que realizan los paises desarrollados, los paneles de audiencia de television,
muestras continuas de hogares o de tiendas para medir el consumo, ...

2. Cuando la misma poblacién se muestrea repetidamente en el tiempo, esta-
mMos en una posicion ideal para obtener estimadores realistas de costes y varianzas
y, en consecuencia, para aplicar técnicas que conducen a una utilizacion 6ptima del
muestreo. Una cuestién importante en muestreo repetido es con qué frecuencia y
de qué manera debe cambiarse la muestra a lo largo del tiempo. Podemos optar
entre las siguientes alternativas:

a) Utilizar la misma muestra, llamada panel, en cada repeticion del muestreo o
periodo.

b) Mantener en cada periodo una proporcién wn, de muestra comun con el perio-
do anterior, renovando el resto de la muestra.

c¢) Utilizar en cada periodo muestras independientes.

3. Hay muchas consideraciones que afectan a la decision. Los entrevistados
pueden negarse a dar la misma informacién una y otra vez. Los que responden
pueden influirse por la informaciéon que reciben durante las entrevistas lo que con-
tribuye a introducir paulatinamente sesgos en la muestra y, en este caso, suele
decirse que la muestra se contamina con el tiempo. Otras veces puede haber me-
jor cooperaciéon en segunda y sucesivas tomas de informacién. Si conseguir la
colaboracién de una unidad muestral implica un coste relativamente alto respecto
a la toma de informacién puede ser aconsejable utilizar la misma muestra o una
alta proporcién de muestra comun.

4. Con los datos de muestras sucesivas de la misma poblacién hay tres clases
de cantidades a estimar vy, en cada caso, la politica de renovacién de la muestra es
diferente si deseamos maximizar la precision:

— Si deseamos estimar el cambio de un periodo al siguiente o de un afo al mis-
mo periodo del ano anterior, es mejor retener la misma muestra.
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— Para estimar el valor promedio sobre varios periodos, es mejor tomar muestras
independientes en cada periodo.

— Si nuestro interés se centra en el valor para el periodo més reciente, entonces
se obtiene la misma precision conservando la misma muestra o cambiandola en
cada periodo; el cambio parcial de parte de la muestra puede ser mejor que cual-
quiera de estas alternativas.

5. Lo anterior es consecuencia de la correlacion positiva entre las medidas de la
misma unidad en dos periodos consecutivos. Al mantener la muestra constante en
periodos consecutivos, existe una alta correlaciéon entre los datos de las unidades
muestrales en ambas ocasiones, lo que hace que los errores en las estimaciones
tiendan a permanecer en la misma direccion (es decir, si el error es +2,5% en el
primer periodo, puede ser +1,5% en el siguiente, pero dificilmente serd -3%), lo
gue hace que los cambios se midan con menor error absoluto que las estimacio-
nes individuales de cada periodo.

6. En muestreo repetido de la misma poblacion puede tener total sentido la de-
dicacion de parte de los recursos a lo que anteriormente se ha indicado como pri-
mera fase del muestreo o censo muestral ya que su coste se amortiza sobre varias
realizaciones de la muestra objetivo. En estudios periddicos en el tiempo esta pri-
mera fase censal se vuelve imprescindible si el universo o poblacién que se pre-
tende estudiar cambia en el tiempo y no se dispone de informacion sobre su evo-
lucion: en estos casos resulta necesario realizar estudios censales periddicos (cada
cinco, dos anos, o de forma continua) para preservar de sesgos a la muestra de
estudio. Logicamente, la muestra de estudio, aunque se pretenda constante en el
tiempo, estard afectada por la propia evoluciéon de la poblaciéon y sera necesario
introducir cambios paulatinos en la misma para su adaptacion al caracter cambian-
te y evolutivo de la misma.

7. Cuando se muestrean poblaciones con un alto grado de asimetria ya se vio la
importancia del muestreo estratificado para la precision. En estos casos la varianza
por estrato suele aumentar con el valor de la variable de estudio (tamano de la
unidad) de forma que la afijacién 6ptima es la Unica garantia para que el factor de
expansion de las unidades grande o muy grandes se mantenga dentro de limites
razonables. Pensemos que en cualquier proceso de muestreo, el total poblacional
se estima aplicando a cada unidad muestral un factor de expansion F, de forma
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n
que el total estimado es X = Z:X;Fi . La cantidad X)A‘(F‘ es la contribucion de la
1

i-€sima unidad muestral a la estimacién y es la misma para la estimacion del total
que para la media. Con muestreo aleatorio o con afijacion proporcional F, es igual
para todas las unidades muestrales y la contribucion depende del valor X: valores
muy altos van a resultar en contribuciones muy altas y estimaciones con alto error
de muestreo vy, por tanto, poco fiables. Resulta intuitivo que cuanto mayor es X
menor debe ser F, con el fin de preservar a la estimacién final de contribuciones
extremas debidas a una sola 0 unas pocas unidades: no pareceria muy fiable una
estimacién obtenida con una muestra de 100 unidades (100 sumandos), de las
cuales una sola de ellas represente el 80% del total estimado, cuando cada su-
mando en promedio contribuya con un 1%. La afijacién 6ptima es la Unica garantia
para evitar estos problemas.
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Capitulo 18
Errores ajenos al muestreo

1. Introduccion

1. Hasta ahora hemos supuesto que 1) la poblacidon marco coincide con la pobla-
cion objetivo, 2) que la muestra real alcanzada se corresponde con la muestra ini-
cialmente planificada y seleccionada probabilisticamente y 3) que la informacién
obtenida en cada unidad muestral es correcta. En estas condiciones la Unica fuen-
te de error del estimador es el error de muestreo que es la variacién aleatoria que
se presenta cuando se miden n de las unidades en lugar de la poblacién completa
N. Lamentablemente esta situacién ideal no se da con frecuencia en la préactica y
debemos asumir la presencia de otros errores, que se presentan cuando no se
cumple cualquiera de los tres supuestos mencionados y que se agrupan bajo el
nombre de errores ajenos al muestreo.

2. Errores de cobertura

1. Cuando la poblacién marco no coincide con la poblacion objetivo tenemos los
llamados errores de cobertura. Recordemos que la poblacién marco es la poblacién
que sirve de base para la seleccién de la muestra. Podemos pensar en un listado
del que se selecciona la muestra: puede haber unidades de la poblacién objetivo
no contenidas en el listado (omisiones) o puede haber unidades en el listado que
no se corresponden con la poblacién objetivo (unidades vacias), incluso el listado
puede contener unidades duplicadas:
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(2) Unidades vacias

Omi-
(1 siones
(3)

(1)+(2) = poblaciéon marco
(1)+(3) = poblacion objetivo

2. Con la muestra seleccionada de la poblacién marco podremos estimar la pro-
porcion de unidades (1) y hacer que los resultados estimados se refieran al univer-
so (1), parte coincidente entre la poblacidon marco vy la poblacidén objetivo, pero no a
la parte (3), conjunto de unidades omitidas en el listado. Una solucién para dismi-
nuir errores de cobertura puede ser la utilizacion de varios listados. No obstante, si
las proporciones (2) y (3) son altas sera necesario utilizar conjuntamente una mues-
tra de la lista junto con otro procedimiento de seleccion, por ejemplo areas, que
nos permita acceder a la parte (3). Una muestra en primera fase nos puede servir
para determinar estimaciones de (1) y (3) y por tanto de la poblacion objetivo.

3. Los problemas de cobertura no son exclusivos de la utilizacién de listas. Pen-
semos en un muestreo por areas en una ciudad en el que se parte de planos o
mapas incompletos: manzanas, urbanizaciones o barrios de reciente construccion
pueden guedar omitidos del marco.

3. Falta de respuesta

1. Cuando la muestra real alcanzada no se corresponde con la muestra inicial-
mente planificada, es decir, no se obtiene informacién en todas las unidades de la
muestra, decimos que existe falta de respuesta o no respuesta. Aparte la no res-
puesta por unidades omitidas en el marco, ya mencionada, la falta de respuesta
puede agruparse en dos principales tipos:
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a) No localizado o falta de contacto, que puede ser debido a:

al) Ausencia temporal durante las horas de entrevista (no-en-casa). Es conocido
que familias en las cuales ambos padres trabajan y las familias sin ninos son mas
dificiles de alcanzar que familias con nifos pequefos o con personas jubiladas.

a2) Viaje, vacaciones.

a3) Enfermedad.

a4) Problemas de lenguaje.

ab) Movilidad geografica: cambio de direccién o domicilio, cambio de ciudad.

a6) Falta de motivacion o experiencia en el entrevistador para contactar con el
entrevistado. Estda comprobado que las tasas de no respuesta varian por entrevis-
tador.

a7) Barrio o vecindad dificil.

b) Negativa a colaborar, debido a:

b1) Falta de tiempo.

b2) Falta de motivacion o de interés por el tema de la encuesta.

b3) No desea que el entrevistador conozca sus respuestas u opiniones.
b4) No desea estar registrado.

b5) Cansancio de las entrevistas.

b6) Cuestionario demasiado largo, preguntas complicadas, preguntas que rozan
la intimidad.

b7) Los hueso duro. Personas que cerradamente rechazan ser entrevistadas o
estan sisteméaticamente fuera de casa durante el tiempo disponible para el trabajo
de campo.

b8) Falta de habilidad del entrevistador para conseguir la colaboracion. Vale aqui
el comentario de a6): hay entrevistadores que consiguen mejores tasa de respues-
ta que otros.

b9) La colaboracién es, finalmente, voluntaria: busque a otro que yo no puedo
ahora.
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2. A estos dos grupos de no respuesta puede anadirse la falta de respuesta par-
cial: el entrevistado no responde a parte de las preguntas porque no tiene la infor-
macién o, simplemente, no esté dispuesto a facilitarla.

3. Para evaluar los efectos de la falta de respuesta conviene pensar en la pobla-
cion dividida en dos estratos: en el primero se incluyen todas las unidades para las
cuales se obtendrian mediciones si caen en la muestra y en el segundo se inclu-
yen las unidades para las que no se obtendrian mediciones. La muestra no propor-
ciona informacion del estrato 2, lo cual no seria un problema si se pudiera suponer
que las caracteristicas que se miden en el muestreo son las mismas en el estrato
2 que en el estrato1. Desde el momento que esto no sea asi estaremos en pre-
sencia de un sesgo causado por la falta de respuesta. El problema es que al no
disponer de informacién del estrato que no responde el tamano del sesgo es des-
conocido.

4. La falta de respuesta no debe ignorarse o pensar que se corrige sustituyendo
en la muestra a los que no responde por otros que si colaboren, ya que ello no va
eliminar el sesgo, simplemente nos mantiene el tamafno de muestra. Por el contra-
rio hay que ser conscientes de que la no respuesta va a ocurrir y asignar, en lo
posible, algunos recursos y disponer de algunas estrategias para reducir su pro-
porciéon. Algunos procedimientos para reducir la no respuesta son:

1) Cartas y llamadas telefonicas por adelantado.
2) Dar algun incentivo por la colaboracion.

3) Programar visitas repetidas puede ser de gran efectividad para reducir los
no-en-casa.

4) Mejora de los procedimientos de recogida de informacion. Si la informacion se
recoge por entrevista personal el entrenamiento del entrevistador es fundamental:
la interaccion positiva entrevistador-entrevistado es basica para el éxito de la en-
trevista, lo cudl puede requerir que el entrevistador disponga de distintas estrate-
gias para afrontar la entrevista en funcién de ciertas caracteristicas observables de
los encuestados. Preservar la intimidad del entrevistado puede favorecer el dejarle
el cuestionario para que lo rellene y envie posteriormente por correo, aunque se
haya tenido un primer contacto personal para obtener la colaboracion. Otro aspec-
to a tener en cuenta es que cuanto mas activa (mas tiempo requiere) sea la cola-
boracion de la unidad muestral menor es su disposicion a colaborar: pensemos en
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un panel de audiencia de TV en el que el hogar debe rellenar y enviar por correo un
largo y tedioso cuestionario sobre qué ha visto cada dia en relacién con la instala-
cién de un audimetro conectado al televisor que registra y transmite lo que el tele-
visor emite en cada momento; la colaboracién del hogar en el caso del audimetro
es mucho més pasiva (menos molestia), lo cual favorece la colaboracion.

5. En la practica y a pesar de las medidas que se tomen serd imposible, en gene-
ral, reducir la no respuesta a cero por lo que se hace imprescindible su medicién y
control. Un primer aspecto en este sentido es cuantificar la tasa de no respuesta
segun distintas causas. Ello puede ayudar para reducir las tasas de no respuesta
en encuestas posteriores. En ocasiones sera posible recoger ciertas caracteristicas
observables de las unidades no respuesta que puedan ser utilizadas posteriormen-
te en procedimientos de ajuste para remover los sesgos de no respuesta en las
estimaciones finales.

6. Normalmente, ademas de las variables que hayan servido para la estratifica-
cién del universo se dispone de informacion poblacional de otras caracteristicas
que pueden servir para controlar la microrrepresentatividad final de la muestra
obtenida, comparando los valores poblacionales de estas variables conocidas con
los estimados por la muestra. Este control de microrrepresentatividad es funda-
mental en presencia de falta de respuesta y nos puede ayudar a determinar ciertas
caracteristicas del estrato de no respuesta Las desviaciones que se producen pue-
den utilizarse para modificar los factores de expansion originales de cada unidad
muestral, en un proceso iterativo, hasta conseguir que los valores estimados coin-
cidan con los conocidos en el Universo para las distintas variables incluidas en el
proceso. Este proceso iterativo de ajuste en los factores originales de expansion
se conoce también como equilibraje de la muestra y puede contribuir a remover
sesgos introducidos en la muestra final, en la medida en que las variables objeto
de investigacion puedan estar correlacionadas con las variables que intervienen en
el proceso de equilibraje.

4. Errores de medida

1. Un tercer tipo de error no de muestreo se produce por errores de medicion y
errores que se introducen en la produccién de los resultados de una encuesta.
Estos errores suceden cuando el valor medido X' (o el utilizado para la estimacion)
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no se corresponde con el valor real X. Se conocen también por errores de respues-
tay pueden ser varias las causas que los producen:

1) Instrumentos de medicién (cuestionario—entrevistador) inadecuados o sujetos
a error.

2) Fallos de memoria. El entrevistado responde lo que él cree que hizo, pero no
lo qué realmente hizo.

3) El entrevistado da una respuesta falsa, bien inducido por el entrevistador (qui-
za por el cuestionario), o bien porgue no desea que su verdad quede registrada
(qué diran...)

4) Olvido. Por ejemplo en un panel de hogares el hogar colaborador olvida anotar
algunas compras en el diario o en un panel de audimetros una persona olvida iden-
tificarse.

5) Falta de informacion. El informante no dispone de toda la informacion para
contestar y da una respuesta aproximada.

6) Errores de codificacion y grabacién que introducen en el proceso un valor
errébneo con independencia de que el valor original fuera correcto o no.

2. Como comentario final hay que decir gue al planear un estudio por muestreo
debe prestarse especial atencién a los errores no de muestreo que pueden pre-
sentarse en cualquier fase del trabajo y, si son importantes, incluso invalidar los
resultados. Por otra parte detectarlos y cuantificarlos no es tarea facil. Sélo la anti-
cipacion y el andlisis cuidadoso de cada paso en el proceso de muestreo y de los
resultados pueden ayudar. Los errores de muestreo desde el momento que pue-
den ser evaluados y estimados dejan de tener importancia. El error de muestreo
se constituye en una medida de la calidad del diseno tedérico de la muestra pero no
mide la calidad real, afectada por los errores no de muestreo.
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El Manual basico de Estadistica se ha elaborado
para que sea un instrumento de gran utilidad para
todas aquellas personas que sin tener una forma-
cion estadistica académica, participan en los pro-
cesos de produccion de la informacion estadisti-
ca y tienen interés por conocer los conceptos y
técnicas estadisticas basicas que se utilizan en
los mismos.

‘El Manual describe de forma resumida, las princi-

pales fases que necesariamente hay que abordar
en la realizacion de operaciones estadisticas, pa-
ra centrarse después en una explicacion sencilla
de las principales definiciones y conceptos esta-
disticos, y describir con brevedad las técnicas de
muestreo que suelen aplicarse. Su presentacion
minuciosa y ordenada permitird al lector enten-
der progresivamente las principales ideas que
subyacen tras |la terminologia estadistica”.
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