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RESUMEN

En este trabajo, establecemos un teorema de unicidad para la energia
Informacional util. Este concepto, introducido por Pardo (1977), evalua la
cantidad de informacion asociada a un experimento aleatorio en el que los
resultados elementales vienen caracterizados tanto por sus probabilidades
de ocurrencia como por sus utilidades.

Palabras clave: Campo de probabilidad y utilidad, Energia Informacional
util,

I. CARACTERIZACION DE LA ENERGIA INFORMACIONAL UTIL

Sea A un campo de resultados A,,...,A, con probabilidades p,,....p, con p, > 0 ,
i=l,..,n, Z p; = | y utilidades u,,...,u,, con u; > 0, i=l,...,n, respectivamente. Se

denomina e'ffe’rgia informacional til del campo A, Pardo (1977), a la expresion

k)

n
€U (p)ocsPys Uppostly) = Y P

Ui
i=1 E[U]
donde E[Ul= 3 »piuy
i=1

A continuaciéon vamos a probar un teorema que permite caracterizar la energia
informacional util.
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Teorema |

Sean cU (L), eU (p,, poi g 1), oo o eU (prpy it 1) ...
una sucesion de funciones asignadas a campos de probabilidad y utilidad finitos, forma-

dos respectivamente por |, 2..., n... sucesos elementales. Supongamos que se verifican

los siguientes axiomas:

(1))

CU P)ecs P PP Pifoes P Mpaees Uy gy W U Upgy e, u,) =

wp +u’'p”

=CU Precs Pt PP Pt P Moo Up gy oo Uy W) =
p +p
‘+pllpu+pu’ ' "
' +p 1w +pu’] [1-eU | I o’
o, +.4pu +pu” +.+ pu,) p+p’ p+ p”

cubu'l]

(ny  eu (-—I-—!- u,..., u,) =g (n)

n o n
(1Y) eU (p,.... p,y uy..... u,) sea una funcion simétrica respecto de los pares (p, u,) para

=1, 2,....n
1 1 1
aVv) eU(—.— 1w u)=—
2 2 2
(V) eU (p.1-p ; u, us) es una funcién continua con respecto a ‘p”" en el intervalo

[0.1], cualesquiera que sean u, y u» no negativas.

Entonces la tnica funcion verificando las propiedades anteriores viene dada por

1o ,
eU Dy Py i Upee, U)) = ——— E D u, )
E[U] &

siendo E [U]= "Z piu,

i=1

Demostracion

Antes de comenzar a probar el teorema observemos que los axiomas IIl y V parecen
naturales, el IV es un axioma de normalizacion mientras que <l Il establece que en caso
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de que todas las probabilidades sean iguales la energia informacional util es unicamente
funcion del numero de ellas.

Comenzaremos estableciendo cuatro lemas que seran necesarios en la demostracion
del teorema enunciado.

Lema |

eU (pees P 05wy uy, u,,)) = €U (Dy,..., P Uy W)

Demostracion

Comenzaremos probando que eU (1, 0; u,, u,) = 1. A partir del axioma (I) se sigue
que

—lu,+0u3

I 11
eU(—,—,O;u/,ug.uj)=(’U(—-,-—;u,,—__) -
2 2 2 2

P

_ (172) (u5/2)
172 (u; + uy)

[1-eU(1,0:u,, u;)]

, . . 1 1 1
Ademas aplicando el axioma (Ilf) eU (—, —, 0; u;, uy, u;) = eU (0, — , —; u;, u>, u))
y nuevamente el axioma (I), se sigue 2 2

3 I 1 | I 1
eU (0,—, —; uz, up, u)) =eU (0,15 up— (upt1) ) = (1 = eU (=, = u5, u)))
2 2 2 2 2

y de (2) y (3) se sigue que

R
2 7 : .
- [1-eU(1,0;u, u))J=e U (0,1 ; ug—(u; +u5)) -1
1wy +uy) 2

2
haciendo u,=u,, se tiene

1
-—[1-eU (1,0; u;, u;) 1 =eU (0,1; uy, u)) -1
4

eU (1,0; u;, up) =1 V ou, u;
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Es decir ante un resultado seguro la energia informacional util es maxima. A partir
del axioma (I) y de (4), se tiene

eU (P, Pres P 05 Uy, Usee, uy g, U, u,,) = €U (Dya..e, Doy Ujseony U,) =

_ PPy u,+0u,,) [1-eU P i 0

lp,u, v p,yu, ] p,+0 p,+0
=eU (Pjueees Py s Upseens U,)

: unv um—l) ] =

Lema 2

Sean gq,..... g,, tales que Z q9,=p,.q, >0 y p, > 0. Designemos por

A=1
q, Vv, +.+4q,V i
vi= — - = y EUl=p,u;+.4pyu,+ z Gk Vi +
q, +..+ 4y k=1
n
+ Z Px Uy
k=i+1l

Entonces
€U Ppseces Picte Gpees Qo Pispoees P S U, Uiifs Vieoor Vo Upppoeens Uy) =

=eU (pl-'-" Pt Pu Piappeens Pp i Upeees Uips Vs Uiygsenn, un) -

, V4t Gy Vo
plavitram vl oy AL 80y )
E [U] pi pi

Demostracion

Vamos a probarlo por induccion a “‘m’’. Para m=2 trivialmente se verifica por quedar
la expresion del axioma (I). Supongamos que es cierto para m y vamos a probarlo para
m+1. En virtud del lema 1, podemos suponer sin perdida de generalidad que gq,, g,,...,
4, SON positivas.

Llamando t=q; +...+ .y« VG5 Vs +. % Gy Vo)) 7 (@5 +oo¥ Gy )
Yy s=(q, vy +..4 Gyt Vmat) / (G, +..+ q,,,,) , SE tiene

€U (Pysecs Picts Qreees G Pistreos P S Uy Uiy Voo Vo Uigpensy Up) =
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=eU (Do D Qp b Doy Py S U Ui g Vy Vi Uy, U,) =

1(G: v2 44 Gones Vonoi] H-eUE %0 v v )=
E [U] co

=eU (pl""' Pips Pis Pivpsens Pn Uy Uy S U un) -

Pi [ql Vi+..+ G,y va] [I -eU ( q, Y v) ]
—_—— s VeV, -
E [U] n P,

t [q.’ Vot Gy vm+l] [l —eU (i ) Quel . v v )]
E [U] r T

Por otra parte

- t[g v+t Gy V] [1 -€U (_ql s Tt Y VoeVp)) 1=
! ! )
q t q m+
== (@) Vet Gy V) 2, LU (L v ) U (2L ey )
p. P, D, D,
Volviendo a (5), se tiene
eU (pl"“* Pi-r 4y Drnsir Piap--s Pp i Upn Uipy Vo Ve Uigpoes un) -
= €U (P Pice Pio Pisgoros Py s W Uppy Vo Uy U,) =
- Vi+.+ 4,V !
Pi [ql 1 A1 m+I] [l —eU (i_ DV, ll,)] _
E [U] b P
- Vit 4 t
[ql 1 Amai ‘mq»l] D, eU (__q_L — i v, ll,) +
E [U] pi P,

i Vi 4ot Goral Vi
pi la, v Gmet Vimsil p, eU (ﬂ Ams 1 V) =
E [U] pi Pi
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- p [ql V4.t Gy vml] [l - eU (_qi , Amae 1
E [U] p. p

Y Ve Voen) ]

Lema 3
m n
Sean ¢, > 0. j=l...m Y q,=p >0.i=l,2.n y ¥ p=1
i=1]

Designemos por 1=1

i) Uig ...+ i Uimi n L
v, = qi) Ui; Dimi Wimi E [LJ] - Z Z u; q,
qi +.F Gy t=1 =1

€U (G1se-s Gimivess Duiseees Qumn > Uptseees Upmpseees Unpseoes Unmn) =

n U +...+ u
=eU (plv"" D Viseoos V") — Z [ P, [ Qi Uij Qimi Yimi ]
i=1 E [U]
[l -eU [—qL{—y--n i sWipseees u:mi]
D pi

Demostracion

Se obtiene sin mas que aplicar sucesivamente el lema 2.

Lema 4

1 1
U (— oo — Uppee U) = — Vv ou,..., u,
n n n

Demostracion
1

m n

, i=l,..., n, j=1,..., m se tiene

Si en el lema 3, hacemos m;=m , q;; =
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eU ( P tmn !

geeey

s Uppsees Wppgeony gy Upp) =

mn m n

1 1 1 1
=eU (= ooy — s — (U ot Uy — (U 44 u,,)) -

n n m m

1 1 1
n - W Fot tim ) I/nm  1/nm
Y n mn mn 1-eU( 3 Uygyeney Upy)
i=1 1 1/n 1/n

() +.+ U+t u, +.+u,,)

mn

y aplicando el axioma (II) se sigue que

1
gnm)y=g(n)-— (1 -g(m))
n

Analogamente

1
g(nm)y=g(m)-— (1 -g(n))
m
Por tanto

1 1
gnmy=g(n)-—(-g(m))=gm)-— (1 -g(n))

(5
n m
Tomando m=2 en (5’), se tiene
1 1
g@2n)=gn)-— (l—g(Z))=g(2)—-2—(l—g(n))
n
Por tanto
1 | |
g -—]=g@—+1)-m+t
2 n 2 n
de donde

1 2
gM=2g2)(1-—=)-1+

n n
y aplicando el axioma (IV), se tiene que g (n)

n
Una vez vistos estos cuatro lemas, pasemos a probar el Teorema. Tomando en el

1
lema 3 n=2, m=r, mz=s-ry q; =—, obtenemos
s



114 ESTADISTICA ESPANOLA

r S=r
Pr=qn+.+q,=—,Pr=q +.+q>, , =—
s
] r 1 s -r
Vl="-z i=u, , Vy=—— Uy =1u,
roi=i S=r =1
E[Ul=—u +-Lu,
s s
Por tanto
| ! r s-r
eU (— ooy — Uppees, Uy, Uy, U) =
s s
_r..ru 1 1
U roos—r ) s Pl = eU (— ey = Uy, u))] -
=eU (—, — Uy, U)) = ——— r r
s s " E[U]s
K d
s (s—) 1 1
e L uy(l—eU(— o, — Up, Up) ) =
E [U] K} s-r  s-r
r 1 -r) 1
=eU (f.' {1; u, uz)_ _.L’(] __)___(fL)__ uz(] ___)
s s E[U] s r E[U] & s—r
es decir
2
l:eU(r_,_S__t..' U, uz) —i " + o) _(s—-r) u2,+(s_—-r_)_-£4_2_
s s S s> EfU] S E[U] s’ E[U] s E[U]
y
r s 1 2 2 a
eUu (L, I, u,,u2)=__._r_.u, l_is:'_)_u2+_l__ ry + (1 r)u2=
s s E[U] s E[U] § s s E[U]
17 1 ()
= —— —u + u
E[U] s’ E[U] &
Aplicando el axioma (V), es inmediato que
eUp pyiuy )y=—m————— 3 u,p;

(u; p; + u; p)) i=1
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Finalmente vamos a probar (1) por induccion. Para n=2, tenemos (6). Supongamos que
(1) se verifique para n=m y vamos a ver que se verifica para n=m+1.

Aplicando el axioma (I), se tiene
eU (pl""’ prm pml ) ul""’ uml) =

DPm Um + Pmel Uy ) -

Pm + P me

= eU (D) Pt D ¥ Pmet s Upseees Upn s

[pm+pml][pmum+pmlum+l][l_eU( D m P me1 Tu

L) m»
[pl Uy +...% Py urml] Pm + Pmi Pm + Pmu

1

[p) u) +.. + Ppuys Uyl

2 2
[ Plu+. 4Pyt +

u'm-l) ] =

2 Phm + P m+l“n+l]
[pm + pml]

+ (pm + pml)

[pm + pml] [pm Up + Dmet “ml] + [pm + pml] [pm Up + Dppys urm-l]
() t) +...% Popet Upmet) [Pon U + Pomes Upmel]

(D) u; ... Doy Upy + Pppy) Upne)]

2
[ pfnum +pmlum+l ] - mel pl) u
= —_ oy
Pri*Pmei  PpitPmel =1 E[U]
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SUMMARY
AXIOMATIC CHARACTERIZATION OF THE USEFUL
INFORMATION ENERGY.

In this paper, we give a uniqueness theorem for the Useful Information
Energy. This concept, Pardo 1977, evaluate the amount of information
supplied by a probabilistic experiment, whose elementary events are
characterized both their probabilities and by their utilities.

Key words: Usefu Information Energy, Probability and utility field.
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