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RESCJMEN

En este trabajo, establecemos un teorema de unicidad para la energía
Informacional útil. Este concepto, introducido por Pardo (1977), evalua la
cantidad de información asociada a un experimento aleatorio en el que los
resultados elementales vienen caracterizados tanto por sus probabilidades
de ocurrencia como por sus utilidades.

Palabras clave: Campo de probabilidad y utilidad, Energía Informacional
Uti!.

l. CARACTERIZACION DE LA ENERGIA INFORMACIONAL UTIL

Sea A un campo de resultados A,,...,A„ con probabiiidades p,,...,p„ con p, > 0,
n

i=1,...,n ,^ p; = 1 y utilidades u^,...,u„ con u; > 0 , i=1,...,n, respectivarnente. Se

denomina eñérgía informacional útil del campo A, Pardo (1977), a la expresión

►^ u; ,
eU (p/,...,%^n; Ll^,...,un^ - ^ É ^li

;-, [uJ
n

donde E [U] _ ^ p; u;
;_^

A continuación vamos a probar un teorema que permite caracterizar la energía

informacional útil.



^ ^S^T ^i)1^T1(^^^ F 5^^1\t^l ^

Í ('^11'f'i^?U 1

Sean c^U { 1;it), f'L^ Ú'^^, n ,; t^,, tl^ ),. ..., c^U {la j,.., 1^^ ; uj,.., u„i ,...

una sucesicín de funciones asignadas a campos de probabilidad y utilidad finitos, forma-

dos respectivamente por 1, ?,.., n,.. sucesos elementales. Supongamos que se verifican

los siguientes axiomas:

, >.
c'U {h^,.., pr^, ^ , ^ , /^^.^,.., ^,,;

. ,.
! f,.., ur^, u, ll , lt^,^„^,.., u,^ _

► ..

= c'U (^r^/,,., j^ ►-^, n.^. P,.;^1,.., l^n: ll^,.., ur.

♦ f^ ^ ^ [j^ ^tl , +
^ ..j^ ' 7

[P ^u^ +..+ ^ ► .^^ . + ^ ,.il " +..+ n,► u ►►

: t^ ^• u ^ ^ ]

(II) E'U ( 1 , 1 , 11,,..., It„) = ^' (n)
n n

Il ,^7 + u ^7
' . . .. ..

r
1[^,^,^,.., t[n ^ "

, ,.
p + /7

, .,

_ E^ ^^ [ ^ , ^ ,^,+ n,. ^,+ ^,,,

{1[1) E^U (pl,..., p,,; ul,..., u„} sea una función simétrica respecto de los pares (p,, u,) para

i=1,2,...,n

( I V) E'U ( 1. 1 ; i^, ll} _^
2 Ĝ 2

( V) c^U (^a, 1-^ ; i^,, c^ ^) es una función continua con

[o, l], cualesquiera que sean tl, y t^, no negativas.

respecto a
,.^ ., en el intervalo

Entonces ta única funeit^n verifcando las propiedades anteriores viene dada por

PÚ {^t)^,..., ^n ; ll^,..., il„} ._ ,

n

siendo ^ [U] _ ^ ^; u;
r-/

I)em^astruc^c^n

E[U

1 ►► ,

^ ^' t^^
,^

{1)

Antes de comenzar a probar el teorema observemos que los axiomas I11 y V parecen

naturales, el 1V es un axioma de normalización mientras que el II esiablece que en caso
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de que todas las probabilidades sean íguales la energía informacional útil es únicamente

función del número de ellas.

Comenzaremos estableciendo cuatro lemas que serán necesarios en la demostracián

del teorema enunciado.

Lema 1

eU (^7^,..., pn, 0 ; U^,..., un+ un+l^ = E'U (p^,..., ^n, tl^,..., Un)

Demostractvn

Comenzaremos probando que eU ( 1, 0; u,, u,) = l. A partir del axioma (I) se sigue

que

1
- u^ + 0 u^

I 1 1 1 2
eU ^ , ._ , 0; u,, u,, u_^) = eU ^._. , ._ ; u,,

2 2 2 2
.. I

2

(1 /2) (u,/2)

1 /2 (u1 + u^)
1 - eU (1,0 ; i^^ , u ^) ]

Además aplicando el axioma (III) eU (1 , 1 , 0; u,, u,, u^) = eU (0,l , 1; t^ ^, u,, rr )_ _ _ ^
y nuevamente el axioma ( I), se sigue 2 2 2 2

(3) 1 1 1 1 1
eU (0, , - ; u j, u^, u,) = eU (0,1; u^,-.. (u,+u^) ) - (1 - eU (- , -; u^, u^) )

2 2 2 2 2

y de (2) y(3) se sigue que

1
^
2

u2
-
2

1 [u ^ + u^]^

1
- eU (1,0 ; u,, u^) ] = e U (0,1 ; t^.^, _... (u^ + u,) ) - 1

2

2

haciendo u,=u,, se tiene

1
- --- [ 1 - eU (1,0; u^, u ^) ] = eU (0,1; u^, t^ ^) -- 1

4

eU (1,0; ui, u3) = 1 d t^,, t^;
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Es decir ante un resultado seguro la energia informacional útil es máxima. A partir
del axioma (I) y de (4), se tiene

eU (pl, p^,..., p,^^ 0; ul, u^,.,., u,^-!^ u ►^^ u ►^+1) = PU (pl,..., pn^ ul,..., u„) -

l^n ^n u„ + {,Í tt,r+,! ) pn ^
^ 1 - ev ^ + ..^"^-_ + un^ un+!) ] ^

Lf'1 u! ♦....♦ pn-1 un-!] i^n ♦ o pn ♦ 0

^ E'U (p1,..., prt + t^l,..., Ltn^

LE'mc^ 2

Sean q,,..., y,,, tales que
m

^
^=/

9; = P; , 9, Z^ Y pi > 0. Designemas por

CJ V ♦ ♦ Q V1 1 . .. mm
Vi = y E [U] = I)1 Ll1 +...+ pr-1 ui-

q! +...+ Q ►^

n

+ ^ pk u^,^
k^r+!

Ivntonces

PU ^71,..., pi-1^ q/•..., 9m ► pr+/^..., pn ,' u1,..., ui-1^ V1,..,, Vm ► ur+l•..., ll,^) -

-^ Ĉ̂ V ^pl,..., ^!l-1^ Yli pi+r ^...,
YI1 ^ Zŝ lt..

Pr [91 ^'! +...+ Cjm ti^ir^^

ur"-I• Vii ut+J^•••, uri) ^

9'! 91 .
]

E [LJ ] p^ p;

Demc^str^rctvn

^ ^1` V^ +
k^l

Vamos a probarlo por inducción a"m ". Para m=2 trivialmente se verifica por quedar

la expresión del axioma ( I). Supongamos que es cierto para m y vamos a probarlo para

m+l . En virtud del lema 1, podemos suponer sin perdida de generalidad que q1, q2,...,
q,^+l son positivas.

Llarnando t=l^^ +...+ Qm+! + V^(^j^ V^ +...+ CJm+I Vm+1^ J{Q2 +•••+ qm+1^

Y^(91 vl +...+ q,,,+l um+!) ^(41 +...+ 4m+1) , se tiene

PU ^pl,..., pi-l^ (11,.... Qm^ pi+l•...^ pn ; U1,..., tti-1^ V1,..., V►rr^ ur+1•..., Lln) _



('ARAC'^TE.RIL.A(`I(^!^i AXIOMÁTIC'.4 DF l.A E!VF:R(^Í.4 ItiFC)RMA('IC)ti-^l. t^'Tll.. 1 I l

- E'U (^1,..., ^7^_1^ qlr l ► p^+l^,.., pn ; ill,..., ui-1^ ^'l^ ^'r U^+/r..., ll^^^ -

^ [q? ^' ^ ♦...♦ ^m+l ^^m+l ^ Q^ ^n+1 _
- [ 1 - eU ^...._ ,..., ,,,^ ; 1',,... ^'nt+l ^ ] -

E [U] l l

= eU (p '^ L'1-1r L^ir i^i+1i..., ^n ; 1^1,...^ ^i-1' S' ^l+lr..., ^n) -

^i [q1 V1 ♦...♦ L]rn+l ^'m+l]

E [U]

1[l^ ^ V^ t. ..♦ C^,n+l ^'m+ 1]

E [U]

Por otra parte

q! l
[ 1 -- ^U (^ , ; v1,.., vr) ] -

^r ^ i

r+ I- eU (^.,...,
t t

L'^r.., Vm+/^ ]

^ qrt+l _
' l [q? ti'^ ♦...♦ ^m+/ ^^rn+l ] [ ^ - E'U ( ,..., ; ti',r... ^^m+l ^ ] -

l l '

_ - (9 V +...+ v ) [ eU ( ^f t . ► t^ ^ _ eU ( 91 9„1 + 1 . ^, ^, -
1 I 9 ►n+l ►n+l p i ^ +'1^ t ^• •^ + 1^••^ m+l^ ^

^, n , p, ^,

Volviendo a (S), se tiene

E'U (j^1,..., ^i-l^ 91r..., (jm+l^ ^i+l^..., p^^ ; L11,..., Ui_1, V1,..., Vm^ ui+/r..., Un^ _

= Ĉ̂ U (^1,..., ^i-1' Ylr r l+%r..., ^rt , Z^l,...r ur-1' V' ul+li..., U,^) ^

- pi [ql V ! ♦...♦ 9 rn+1 ^'^r^+!]

E [U ]

- [ql V! ♦... -1- qm+! ^'m+l^

E [U]

pi [91 V 1+• ••+ ^Jm+l V m+l ]

E [U ]

^ j E' U -.. r ,^ ^1 l ^ V1• u^^ +

^i eU ( ^1 ,...,
^m + I

pi ^j

(^ 1 l

[ 1 ^ eU ^__^__ , _. , ^'1, ltr^ ] -

^; p i

^ Vl^ ^'m+l^ _



^^^

._ E'U ipl,. • pr-1^ ^r^ pitl^..., ^n ^

- pr [ql vl +...+ q,^+^ v ►n+l)

E [U)

Lema .3

Sea n q;, > 4 ,

Designemos por

qil +...+ qimi

n

, 2,..., n y^ p; = 1.

Qii uil +•••+ qimi uimi
^ L.^vi= E^)-- uii9^;

,..., %ÍŜ ,
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ur-l^ S, llr♦/•..., Un^ -

Q1 Qrn+ 1
[ 1- eU ( , ^ v,..., v„^.,) l

Pi Pi

9^; = pi > d

n

P:.J ^q/1^..., Qlrnl•..., qnl,..., ljmm^ • u/i,..., l.^lrnl,---, unl^.,., Urrmn} _

r-1 i=1

n pi l qi 1 ui 1+• ••+ qimi ^imi
= eU (pl,.... pn^ V1^..., Vn) - ^ ^

i =1 E C^-J)

[1 -eU [ q'1 ,...
pi

Demostraci^n

Se obtiene sin mas que aplicar sucesivamente el lema 2.

Lema 4

; t^l,••-, u,^) = d t^l,..., u„
n

Demostrac^ión

9i mi
, ^uil,..., uimi

Pi

Si en el tema 3, hacemos m^ = m, q; ^_.---1-, i=1,..., n, j=1,.,., m se tiene^ ,
m n
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( 1 (mn 1 .
E'U ^^ ,..., ._...__.... , U^1,..., ll j,n,..., Ltn f,..., Un,n) _

m m m ^

1 1 1 l
= eU ( _. ,..., _. ; _. (u j^ +...+ u,m),..., _...,. (u", +...+ u"„,) ) -

n n m m

113

l 1 1
..._. ( u; ^ _____ +. . .+ u;,,, --- )

" 1 /nrrt 1 /nm^ m m^ mn 1_e^j( . )^ . . .._ u; r .. u^m, •, , , •,
;^1 1 1/n 1/n

^^ (u ^ ^ ♦.. .♦ U;m ♦...♦ l[n ^ ♦. . .♦ Unm)

m n

y aplicando el axioma (II) se sigue que

^ (nrn) = A (n) - 1 (1 - ^ (m) )
n

Analogamente

^ (nm) = S (m) - 1 (1 - ^ (n) )
m

Por tanto

S (nm) _ ^ (n) - 1 (1 - S ( ►n) ) = R' (m) - 1 (1 - ^ (n) )
n m

Tomando m=2 en (5'), se tiene

2n)=^(n)- 1 (1-^(2))=S(2)- 1 (1--^(n))R(
n 2

Por tanto

^(n)[1 - 1]=g(2)(- 1+ 1)- 1+ i
2 n 2 n

de donde

g(n)=2g(2)(1 - 1 )- 1 +?
n n

(5')

aplicando el axioma (IV), se tiene que R(n) =^Y
n

Una vez vistos estos cuatro lemas, pasemos a probar el Teorema. Tomando en el

, z-.s y q;^ = -, obtenemoslema 3 n=2, m =r, m-^--r 1
s
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r
Pr=9rr+...+qr.=---,^^=q>>+...+q^,-

s

t r
V! -^` ^ u/i = ul

r i^)

_ l ^ -^
V2 - ---- ^

E[U]-ru,+s-^u

Por tanto

s s

s- r ^ ^

s- r

2

u2^ = u ,

r s-r
1 1....... ^ .... ....r •.... - .

eU ( ,..., .._; ur,..., uf , u^,..., u,) _
s s

r
_._. r u ^

r s-^r s
= eU ( _._,. , __._ ; u^, uZ) -

s s

s-r

E[U]s

s (s-r) 1

1 1
(1 - E'U ( ,...,.-_.; ur,..., ul)] -

r r

1_ ^ ...^ u^ (1 - eU ( ,..,, ; u2,... ^ u2) ) _

E (U]
s s-r s-r

r s-r r^ u 1 1 (s-r)^ 1
= eU (_ , ; u ^, uz} - ^ ( l - ) - u2 (1 - )

s s E[ U] s` r E[U] ^ s-r

es decir

_j r s-,r 4'
= eU (-- , - : u r, uz) -

^ + rul _ ( s r ) u^^ + (s-r } u?

s s s s^ E[U] s^ E[U] s^ E[U] .s^ E[U]

eU ( r, s-^, u, u _ 1 r^ u+ 1 (s^ )^ u+ 1- ru' +( 1- r} u^ _^ 2) 1 ^ z z
s s E[ U] s E[ U] s2 s s E[ U]

_ 1 r'^ 1 (s-r )Z

E U s^ ur + E U s^ u2^^ r^
Aplicanda el axioma (V), es inmediato que

1
eU (pr, p, ; uj, u,) _

(u^ pr + u, ^Z)
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Finalmente vamos a probar ( i) por inducción. Para r>^2, tenemos (6). Supangamos que

(1) se verifique para r^m y vamos a ver que se verifica para r^rn+l .

Aplicando el axioma (I), se tiene

E'U (^71,..., pm^ pm+! ^ ul,..., u^,!) -

= C'U (^i1,..., pnr-1^ pm + pm+! ^ U1,..., ilm,,.l,
Pm urh + 1^m+1 um+!

Pm + P m+l

_ U'm + pm+l^ Lí^m um + pm+l um+l ^ ^ 1 - eU ( p m
p m+! ,

^ ,

ll'1 ul ♦...♦ pm+! um+l^ pm + pm+! pm + ^m+!

1
^ pl L[1 ♦...+ prn-1 um-1 +

[P1 u! +.. .+ pm+! um+l^

+ ^rn + Pm+!

^m + pm+l^ ^m um + pm^+l um+l^

pr^m + p rn + 1 ^rt+l ^

lYm + p ►w 1 l

_

+ pm+l^ LYm um + pm+l um+1^

l.^l ul ♦....♦ pm um + pm+! um+l^ l1'! ul ♦...♦ prn+! um+l^ lYm um + pm+l

P?Pm um pm+ 1 um+l - u^-[-+ l
)]Epm+pm+! pm+Pm+!
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SUMMARY

AXIOMATIC CHARACTERIZATION OF THE USEFUL
INFORMATION ENERGY.

In this paper, we give a uniqueness theorem for the Useful Information
Energy. This concept, Pardo 1977, evaluate the amount of information
supplied by a probabilistic experiment, whose elementary events are
characterized both their probabilities and by their utilities.

Key words: Usefu Information Energy, Probability and utility field.
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