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Resumen

En este articulo proponemos la utilizacion de ejercicios de simulacion como una
herramienta complementaria y muy Util de cara a ayudar a los alumnos que cursan
asignaturas de estadistica en los estudios de Economia y ADE, para entender
conceptos abstractos como insesgadez, eficiencia relativa o consistencia. Mediante
un test que pasamos a los alumnos antes y después de realizar la préactica
valoramos en qué medida se han alcanzado los objetivos plantados en el disefio

del ejercicio de simulacion.

Palabras Clave: Experimentos de Monte-Carlo, insesgadez, eficiencia relativa,

consistencia y contrastes de proporciones para datos pareados.
Clasificacion AMS: 62F10, 62F12

Using Monte-Carlo Experiments as a tool to improve the assimilation

of concepts like un-biasness relative efficiency and consistency.

Abstract

In this paper we propose the use of Monte-Carlo experiments as complementary
and useful tool that could help the students of subjects like statistics and
econometrics to improve their understanding of concepts like un-biasness, relative
efficiency and consistency. Using test for paired proportions we find empirical

evidence in favour of the utility of the proposed tool.
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1. Introduccidn

Existe una creciente preocupacion de los profesores de estadistica y econometria en los
estudios en los cuales dichas asignaturas desarrollan una funcién instrumental, por la
dificultad que representa para los alumnos la correcta asimilacién de los conceptos
basicos. Y también por la falta de motivacion de los alumnos ante las asignaturas de
estadistica y econometria (ver por ejemplo Steinhorst y Keeler (1995)).

Todo lo anterior ha desembocado en un proceso de reflexion sobre la dificultad
intrinseca de las materias tal y como se puede constatar en los articulos aparecidos en
The American Statistician, Journal of Statistical Education, Teaching Statistics,
Estadistica Espafiola... Desde nuestro punto de vista las conclusiones a las que han
llegado durante este proceso quedan muy bien resumidas por Pefia (1992) y por Watts
(1991).

Pefia (1992) argumenta que la dificultad asociada a los conceptos béasicos de la
estadistica y la econometria, fundamentalmente los asociados a la teoria de la
probabilidad y la inferencia estadistica, es un problema real, tal y como se desprende del
largo periodo de maduracién que ha necesitado la humanidad para asimilarlos. Todo lo
anterior se puede aseverar si tenemos presente que los conocimientos sobre algebra y
calculo, que no estan consideradas como asignaturas sencillas por la mayoria de
estudiantes, proceden fundamentalmente de los siglos XVIII y XIX, mientras que la
inferencia estadistica y la econometria han sido creadas integramente en el siglo XX.

En consecuencia resulta importante analizar la dificultad objetiva de la asignatura para poder
contrarrestarla de forma satisfactoria y que de esta forma pueda ser mitigada en la medida de
lo posible su influencia en el proceso de transmision de conocimientos y aprendizaje.

Watts (1991) busca las causas de la dificultad del aprendizaje de la estadistica y llega a la
conclusién de que la principal dificultad de la estadistica con respecto a otras materias que
pueden ser consideradas dificiles tales como las matematicas se encuentra en que los
conceptos fundamentales que se utilizan en la estadistica son primordialmente abstractos.

Por ejemplo los conceptos basicos de un curso introductorio de calculo son el limite, la
derivada y la integral todos ellos pueden ser demostrados y lo que es mas importante los
dos ultimos pueden ser analizados graficamente como la pendiente o tangente de una
curva en un punto y como el area situada debajo de una curva respectivamente.
Mientras que por lo que respecta a los conceptos de probabilidad, variable aleatoria,
varianza..., no es posible demostrarlos ni tan siquiera representarlos graficamente, en el
mejor de los casos los podemos intentar ilustrar a través de la representacion gréafica de
funciones de densidad, pero no podemos representar graficamente el concepto de
probabilidad o variable aleatoria tal y como se hace para el de derivada. Es decir, los
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conceptos basicos que resulta necesario manejar con cierta fluidez en estadistica y
econometria son en realidad totalmente abstractos.

En este articulo pretendemos mostrar que una herramienta muy Util para salvar los
anteriores problemas, son los ejercicios de simulacion y Monte-Carlo, dado que en
dichos ejercicios el alumno puede diferenciar claramente un parametro de su estimador,
que significa que un estimador sea sesgado o insesgado o mas eficiente que otro...

En este articulo nos centraremos en un ejercicio de simulacion disefiado para que los
alumnos puedan acabar de asimilar el significado de las propiedades de los estimadores.
En concreto este ejercicio se centra la sesgadez/insesgadez, la eficiencia relativa y la
consistencia.

El articulo esta organizado de la siguiente manera, en la siguiente seccién mostramos el
disefio del ejercicio de simulacion y los objetivos que se pretenden alcanzar con él, a
continuacion en la tercera seccion intentamos cuantificar en qué medida la practica
basada en el ejercicio de simulacién ha permitido alcanzar los objetivos a partir de
informacion obtenida con un test que se les pasa a los alumnos antes y después de la
practica. Finalmente la Ultima seccién presenta las conclusiones del trabajo.

2. Disefio del ejercicio de simulacion

La herramienta utilizada son los ejercicios de simulacién o técnicas de Monte-Carlo,
gue nos permiten para una ley de probabilidad (o funcion de densidad) dada (a
determinar por la persona que lleva a término el ejercicio) obtener tantas muestras de
tamafio muestral » como se quiera. Cada vez que se obtiene una muestra decimos que
hemos obtenido una réplica. Por lo tanto, el nimero total de muestras obtenidas es el
namero de replicas. En Brooks (2003) y Santos (2005) se pueden encontrar aplicaciones
similares a la descrita en esta seccion.

En este caso el nimero de replicas utilizadas es de 100 y los tamafios muestrales son de
20, 40 y 60 observaciones. La ley de probabilidad que determina el comportamiento de
la poblacion es una ley Normal con media poblacional u = 5 i varianza poblacional ¢° =
1, N(5,1).

El objetivo principal consiste en que los alumnos acaben de entender que significa que
un estimador sea insesgado 0 més eficiente que otro o consistente. También comprobar
que con los ejercicios de simulacién se pueden obtener conclusiones equivalentes a las
obtenidas calculando el valor esperado y la varianza de un estimador.

En particular utilizamos las técnicas de Monte-Carlo para analizar el comportamiento de los
siguientes estimadores alternativos de la medida poblacional « en una poblacion N(5,1):
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El ejercicio de simulacidn se realiza utilizado la hoja de calculo Excel que permite
obtener numeros psuedo-aleatorios comprendidos entre 0 y 1 con la funcion
=ALEATORIO() y también permite obtener el valor a de una variable aleatoria x ~N(u
, &) que con una determinada probabilidad p cumple P(x < a) = p, mediante la
funcién =DISTR.NORM.INV(probabidad (p ), media(u ), desviacion standard (o)).
Por tanto, utilizando la siguiente funcion =DISTR.NORM.INV(ALEATORIO(), 5, 1)
se pueden obtener realizaciones de una variable aleatoria N(5,1).

En el siguiente cuadro mostramos como quedaria la hoja de calculo para el caso de n=20:

3] rephcas
L4 li 1 2 3 a 5 § 7 8 a 10 1
5 1| 419157254 300809004 550023617 538110531 3412368 458130086 60238620 510542466 518184138 452755504 514179025
6 | 2 488124974 505000750 613050627 6022843 598057528 408532871 400205314 263462204 664110888 575868008 4 14005103
I 3| 3.78302707) 6.25062745 414254282 461891663 613086866 6.22616235 4.03597519 5.11250677 4.01019513| 7.09818115 480414420
I 4 ATI086491 484257119 GOM46805 B61376843) 614532537 BO0193358 479423627 526577085 4 30695015 400205261 507222633
| 8 5 540802828 7.30082573 555068977 B6.01657915 4.85248873 540318580 598754511 502086408 528816360 4.21238964 5.38485883
|10 | o[ 594935141] 450024276 72301637 414916023 428852607 572126347 624877553 406766426 435031419 570344537 484798757
11 T 527027386 4 60087420 510014124 3 83048076 425153088 583630273 3.92108056 621127406 549010079 4 11058784 34083233
|12 § 727027073 366570840 503350933 451851045 671805436 6.06611044 206474083 515749634 461724275 425046871 635473316
132 9 45556686 450376631 58337913 46250387 413453321 56112975 4.85679776 513026505 552092032 565509777 5.348940890
14 10 517230245 4 76257136 481737551 580300701 4 16074834 46960308 3 57866364 542755504 237286562 601102768 4 08155096
15 11 552084508 3.52813313) 551628170 550619903 512328246 584360406 586310724 388232660 6.0178595 403132486 4.07073094
16 12 531525237 42518028 S.015074268 566120397 530084408 406245155 4 T4150487 4 SME4578 393110232 S5S83612468 4 24365
7 13 533025433 428034419 S.03111441 4 1B4BEOST| 526722851 492083753 573037972 S07824681 506135422 514800755 401149259
18 14 480410527 641869724 486214114 450087847 568066366 579973358 487432227 30314586 40203109 450598232 666209429
19 15 440027116 553631984 280205757 572657214 54073027 526581782 64775354 373656001 S.0374097 3 00252107 655651488
20 16 490753839 20503658 417424228 513455486 512674709 548007558 565015344 £00355848 5329227 58778409 BO283211
2 17| 551376009 451538341 648185604 336511618 675320275 S.3135214 300086709 346070436 348780015 4 69653657 610117388
22 18 380960118 588031308 500200845 432074707 310182032 516322622 349247947 583750818 668155047 476921808 4 75507007
|23 19 386103560 528230483 452051306 616530001 587953008 3.70612243 531038301 200084105 3 00670042 3I.03T16682 390353426
| 24 20 598603882 504263687 620808868 351244825 GA64TEB48 303273566 4.92201853 465060453 538888364 559288100 598100925
5

26 |media 504186204 4 85851327 530379366 490210036 523742881 523125247 490552005 4. T6201797 486447001 S02670544 504528792
n

|28 [est 2

|29

|30 est 3

[31]

[32]

[33]

|34 |eof sup | 460359361 442024385 466552434 455333104 479015048 470298315 446726062 432464564 4 42620069 458852612 46070186
35

| 36 |eod. Inf 548013226 529676259 574206200 543036068 S5S67568613 56685218 534378027 520118720 530274833 546506476 5483567250
i Whn=20 {n=40 / n=60 ) e 1B
Apnt

4 Inicio

Cada alumno calcula para cada muestra el valor de los tres estimadores propuestos. Por
ejemplo el caso de la media muestral fi; = X, que sabemos que es un estimador insesgado de
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los media poblacional, comprueba que esto no quiere decir que cada vez que se utilicé éste
obtendremos un valor igual a la verdadera media poblacional, sino que el valor esperado del
estimador coincide con el verdadero valor del parAmetro poblacional de interés. En términos
del ejercicio de simulacion que estamos llevando a cabo, el hecho de que fi; sea un
estimador insesgado no quiere decir que el valor que alcanzara para cada replica sea igual a
u =5, sino que si se calcula muchas veces este estimador la media de todos los valores
calculados se encontrara muy cercana al verdadero valor poblacional.

El hecho de que el valor adoptado por la media muestral para cada muestra o réplica se

encuentre mas o menos lejos del valor esperado es una cuestion que dependera de la
precision del estimador. La forma que utilizaremos para medir la precision es la
varianza muestral de las 100 medias muestrales.

Sabemos que para los estimadores propuestos se cumple:

Hal-u varli)=" Eculs)-2
Bla)=s varla )= pomli)="
)= vasli)= PO pomli)= 1

Por tanto, los estimadores /i, i fi, son insegados. Si tenemos que elegir entre estos dos
estimadores, escogeriamos fi; dado que su varianza es mas pequefia y por tanto mas
preciso. Por lo que respecta a iz, s un estimador sesgado pero tiene una varianza mas
pequefa que la de fi, i fI,. Entonces, nos encontramos en una situacién de estimadores
con propiedades contrapuestas. Por lo que para elegir entre ellos hemos de utilizar el
error cuadratico medio (ECM).

Los alumnos comprobaran que al calcular las medias, varianzas y los ECM a partir de
las 100 replicas, los resultados obtenidos son muy parecidos a los teéricos. Es decir, que
la media asociada a i, i fi, estd muy cenca de 5, la de i se encuentra por debajo de 5y
que la varianza de fi; es menor que la de f; y [, Y asi confirmaran que nos
encontramos en una situacion de estimadores con propiedades contrapuestas.

Como el ECM depende de los valores que adopten u, o2y n, los alumnos calcularan su
valor para distintas combinaciones como las que se recogen en el siguiente cuadro:

Cuadro 1

n=20 n=20 n=20

H=5 u=1 H=5

o=1 o=1 o=5
EMC[, ] 0.050 0.050 1.25
EMC[/,] 0.053 0.053 1.32
EMC][/is5] 0.102 0.048 1.19
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Los alumnos compararan los valores tedricos del ECM recogidos en el cuadro 1 con los
calculados a partir de las 100 replicas realizas y comprobaran que los resultados se
encuentran muy proximos.

Cada vez que los alumnos pulsen la tecla F9 la hoja de célculo se recalculara y los
alumnos podran comprobar que los resultados se mantienen.

Finalmente el ejercicio se repetira para los tamafios muestrales de n=40 y n=60, y los
alumnos apreciaran que las medias de las réplicas adoptaran valores parecidos a los
alcanzados con n=20 para fi; Yy i, al ser estos estimadores insesgados. Y como el valor
de la media asociada a fi; se ira acercando al valor poblacional a medida que el tamafio
muestral se incremente, dado que fi; es asintéticamente insesgado. Finalmente los
alumnos también podran apreciar que a medida que se incrementa el tamafio muestral la
varianza y el ECM calculados a partir de las 100 replicas disminuyen y se van
acercando a cero, dado que todos los estimadores analizados son consistentes.

3. Evaluacién de los resultados obtenidos

Para tratar de valorar la utilidad del ejercicio de simulacion descrito en el apartado
anterior se ha pasado a los alumnos de las licenciatura de ADE (LADE) y Economia
(LE) un cuestionario antes y después de realizar la practica. En dicho test se plantean
preguntas cerradas con cuatro posibles respuestas relacionadas con los tdpicos de
interés, es decir, insesgadez, eficiencia y consistencia. Las preguntas utilizadas son las
siguientes:

1. Se dice que un estimador es insesgado si:
a) Esun estimador que no comete errores.
b) Es un estimador que comete errores muy pequefios.
c) Es un estimador que no comete errores sistematicos.
d) Es un estimador que es muy fiable.
2. Un estimador es més eficiente que otro:
a) Sisus errores mas pequefios.
b) Sies mas fiable.
c) Sies mas preciso.
d) Sisiempre acierta.
3. Un estimador es consistente:
a) Sies insesgado Yy eficiente.
b) Si es un estimador 6ptimo.

c) Siamedida que el tamafio muestral crece el sesgo es mas pequefio.
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d) Siamedida que el tamafio muestral crece disminuye su sesgo y varianza.

Tal y como se puede apreciar en cada una de las preguntas sélo hay una respuesta
correcta. En la primera pregunta las respuestas incorrectas (a, b y d) responden a la idea
errénea que suelen tener los alumnos sobre que es un estimador insesgado y la misma
situacion se da en las alternativas incorrectas de las preguntas dos y tres (a, by c)y (a, b
Yy C) respectivamente.

El anterior cuestionario se ha pasado a un total de 65 alumnos de LADE y LE. Para
comprobar si existen diferencias significativas en los resultados obtenidos por los
alumnos antes y después de realizar la practicas hemos utilizado, los contrastes de
comparacion de proporciones para datos emparejados de NcNemar (1947) y Liddell
(1983) (ver Liddell (1983) y Armitage, Berry y Matthews (2002) para mas detalles).

Después
Correcta  Incorrecta
Antes Correcta ny Ny,
Incorrecta N oo

NcNemar propuso un contraste que sigue una distribucién chi-cuadrado con un grado de
libertad que nos permite contrastar la hipotesis nula de que el valor esperado de la
diferencia ny; — ny, €s cero. Liddell propuso un estimador puntual y por intervalo del
riesgo relativo R = ny,/n4, Yy un estadistico de prueba para contrastar la hipotesis nula
de que R=1. En ambos caso se explota la informacion de los alumnos que cambian de
opinién o casos discordantes para ver si el ejercicio de simulacion puede tener un efecto
positivo en la asimilacion de los conceptos.

Cuadro 2
Pregunta McNemar R Ry R Fre
g Ny Ne P Ny L v Rl
1 17 11 34 3 24,324*** 11,333 4,091 43515 8,500***
2 35 8 19 3 10,227*** 6,333 2,165 25,162 4,750%**
3 39 12 12 2 5,786** 6,000 1,595 37,463 4,000%**

Donde ***, *** y * significa estadisticamente significativo al 1%, 5% y 10% respectivamente.

Los resultados se encuentran recogidos en el cuadro 2. Tal y como se puede apreciar
tanto con el contraste de McNemar como con el de Liddell rechazamos la hipotesis
nula. Ademés claramente la estimacion por intervalo de R excluye 1, por lo que
podemos afirmar que el valor esperado de la diferencia ny; — n,o €s positivo o que el
valor esperado del ratio ny, /14, €s mayor que uno. A partir de los anteriores resultados
podemos afirmar que encontramos evidencia a favor de que los ejercicios de simulacion
han permitido mejorar la correcta asimilacion de los conceptos de insesgadez, eficiecia
relativa y consistencia.
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4, Conclusiones

En el presente trabajo se proponen los ejercicios de simulaciones como una herramienta
para permitir afianzar los conceptos asociados a las propiedades de los estimadores
(insesgadez, eficiencia relativa y consistencia). En concreto proponemos un disefio
sencillo que es facilmente implementable en una hoja de célculo tipo Excel. Utilizando
datos de un test pasado a los alumnos antes y después de la préactica hemos obtenido
evidencia empirica, utilizando contrastes para datos emparejados, de que la herramienta
permite mejorar la asimilacion de los conceptos de insesgadez, eficiencia relativa y
consistencia.

Finalmente es preciso tener presente que este tipo de ejercicios pueden ser también de
gran utilidad para otros topicos, como la estimacion por intervalo, el contraste de
hipotesis, muticolinealidad, errores de especificacion en el modelo de regresion
(omision de variable relevante, error en la forma funcional), errores de medida,
variables instrumentales. ..
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