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Resumen 

En este artículo proponemos la utilización de ejercicios de simulación como una 
herramienta complementaria y muy útil de cara a ayudar a los alumnos que cursan 
asignaturas de estadística en los estudios de Economía y ADE, para entender 
conceptos abstractos como insesgadez, eficiencia relativa o consistencia. Mediante 
un test que pasamos a los alumnos antes y después de realizar la práctica 
valoramos en qué medida se han alcanzado los objetivos plantados en el diseño 
del ejercicio de simulación.  

Palabras Clave: Experimentos de Monte-Carlo, insesgadez, eficiencia relativa, 
consistencia y contrastes de proporciones para datos pareados. 

Clasificación AMS: 62F10, 62F12 

Using Monte-Carlo Experiments as a tool to improve the assimilation 
of concepts like un-biasness relative efficiency and consistency.  

Abstract 

In this paper we propose the use of Monte-Carlo experiments as complementary 
and useful tool that could help the students of subjects like statistics and 
econometrics to improve their understanding of concepts like un-biasness, relative 
efficiency and consistency. Using test for paired proportions we find empirical 
evidence in favour of the utility of the proposed tool. 

                     
(*) Los autores agradecen los comentarios y sugerencias de un evaluador anónimo 
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1. Introducción 

Existe una creciente preocupación de los profesores de estadística y econometría en los 
estudios en los cuales dichas asignaturas desarrollan una función instrumental, por la 
dificultad que representa para los alumnos la correcta asimilación de los conceptos 
básicos. Y también por la falta de motivación de los alumnos ante las asignaturas de 
estadística y econometría (ver por ejemplo Steinhorst y Keeler (1995)). 

Todo lo anterior ha desembocado en un proceso de reflexión sobre la dificultad 
intrínseca de las materias tal y como se puede constatar en los artículos aparecidos en 
The American Statistician, Journal of Statistical Education, Teaching Statistics, 
Estadística Española... Desde nuestro punto de vista las conclusiones a las que han 
llegado durante este proceso quedan muy bien resumidas por Peña (1992) y por Watts 
(1991). 

Peña (1992) argumenta que la dificultad asociada a los conceptos básicos de la 
estadística y la econometría, fundamentalmente los asociados a la teoría de la 
probabilidad y la inferencia estadística, es un problema real, tal y como se desprende del 
largo período de maduración que ha necesitado la humanidad para asimilarlos. Todo lo 
anterior se puede aseverar si tenemos presente que los conocimientos sobre álgebra y 
cálculo, que no están consideradas como asignaturas sencillas por la mayoría de 
estudiantes, proceden fundamentalmente de los siglos XVIII y XIX, mientras que la 
inferencia estadística y la econometría han sido creadas íntegramente en el siglo XX. 

En consecuencia resulta importante analizar la dificultad objetiva de la asignatura para poder 
contrarrestarla de forma satisfactoria y que de esta forma pueda ser mitigada en la medida de 
lo posible su influencia en el proceso de transmisión de conocimientos y aprendizaje. 

Watts (1991) busca las causas de la dificultad del aprendizaje de la estadística y llega a la 
conclusión de que la principal dificultad de la estadística con respecto a otras materias que 
pueden ser consideradas difíciles tales como las matemáticas se encuentra en que los 
conceptos fundamentales que se utilizan en la estadística son primordialmente abstractos. 

Por ejemplo los conceptos básicos de un curso introductorio de cálculo son el límite, la 
derivada y la integral todos ellos pueden ser demostrados y lo que es más importante los 
dos últimos pueden ser analizados gráficamente como la pendiente o tangente de una 
curva en un punto y como el área situada debajo de una curva respectivamente. 
Mientras que por lo que respecta a los conceptos de probabilidad, variable aleatoria, 
varianza..., no es posible demostrarlos ni tan siquiera representarlos gráficamente, en el 
mejor de los casos los podemos intentar ilustrar a través de la representación gráfica de 
funciones de densidad, pero no podemos representar gráficamente el concepto de 
probabilidad o variable aleatoria tal y como se hace para el de derivada. Es decir, los 
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conceptos básicos que resulta necesario manejar con cierta fluidez en estadística y 
econometría son en realidad totalmente abstractos. 

En este articulo pretendemos mostrar que una herramienta muy útil para salvar los 
anteriores problemas, son los ejercicios de simulación y Monte-Carlo, dado que en 
dichos ejercicios el alumno puede diferenciar claramente un parámetro de su estimador, 
que significa que un estimador sea sesgado o insesgado o más eficiente que otro… 

En este artículo nos centraremos en un ejercicio de simulación diseñado para que los 
alumnos puedan acabar de asimilar el significado de las propiedades de los estimadores. 
En concreto este ejercicio se centra la sesgadez/insesgadez, la eficiencia relativa y la 
consistencia. 

El artículo está organizado de la siguiente manera, en la siguiente sección mostramos el 
diseño del ejercicio de simulación y los objetivos que se pretenden alcanzar con él, a 
continuación en la tercera sección intentamos cuantificar en qué medida la práctica 
basada en el ejercicio de simulación ha permitido alcanzar los objetivos a partir de 
información obtenida con un test que se les pasa a los alumnos antes y después de la 
practica. Finalmente la última sección presenta las conclusiones del trabajo. 

2. Diseño del ejercicio de simulación 

La herramienta utilizada son los ejercicios de simulación o técnicas de Monte-Carlo, 
que nos permiten para una ley de probabilidad (o función de densidad) dada (a 
determinar por la persona que lleva a término el ejercicio) obtener tantas muestras de 
tamaño muestral n como se quiera. Cada vez que se obtiene una muestra decimos que 
hemos obtenido una réplica. Por lo tanto, el número total de muestras obtenidas es el 
número de replicas. En Brooks (2003) y Santos (2005) se pueden encontrar aplicaciones 
similares a la descrita en esta sección. 

En este caso el número de replicas utilizadas es de 100 y los tamaños muestrales son de 
20, 40 y 60 observaciones. La ley de probabilidad que determina el comportamiento de 
la población es una ley Normal con media poblacional µ = 5 i varianza poblacional σ2 = 
1, N(5,1). 

El objetivo principal consiste en que los alumnos acaben de entender que significa que 
un estimador sea insesgado o más eficiente que otro o consistente. También comprobar 
que con los ejercicios de simulación se pueden obtener conclusiones equivalentes a las 
obtenidas calculando el valor esperado y la varianza de un estimador. 

En particular utilizamos las técnicas de Monte-Carlo para analizar el comportamiento de los 
siguientes estimadores alternativos de la medida poblacional µ en una población N(5,1): 
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El ejercicio de simulación se realiza utilizado la hoja de cálculo Excel que permite 
obtener números psuedo-aleatorios comprendidos entre 0 y 1 con la función 
=ALEATORIO() y también permite obtener el valor a de una variable aleatoria x ~N(µ 
, σ2) que con una determinada probabilidad p cumple ܲሺݔ ൑ ܽሻ ൌ  mediante la ,݌
función =DISTR.NORM.INV(probabidad (p ), media(µ ), desviación standard (σ)). 
Por tanto, utilizando la siguiente función =DISTR.NORM.INV(ALEATORIO(), 5, 1) 
se pueden obtener realizaciones de una variable aleatoria N(5,1). 

En el siguiente cuadro mostramos como quedaría la hoja de cálculo para el caso de n=20: 

 

Cada alumno calcula para cada muestra el valor de los tres estimadores propuestos. Por 
ejemplo el caso de la media muestral ̂ߤଵ ൌ  que sabemos que es un estimador insesgado de	,ݔ̅
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los media poblacional, comprueba que esto no quiere decir que cada vez que se utilicé éste 
obtendremos un valor igual a la verdadera media poblacional, sino que el valor esperado del 
estimador coincide con el verdadero valor del parámetro poblacional de interés. En términos 
del ejercicio de simulación que estamos llevando a cabo, el hecho de que ̂ߤଵ sea un 
estimador insesgado no quiere decir que el valor que alcanzará para cada replica sea igual a 
ߤ ൌ5, sino que si se calcula muchas veces este estimador la media de todos los valores 
calculados se encontrara muy cercana al verdadero valor poblacional. 

 El hecho de que el valor adoptado por la media muestral para cada muestra o réplica se 
encuentre más o menos lejos del valor esperado es una cuestión que dependerá de la 
precisión del estimador. La forma que utilizaremos para medir la precisión es la 
varianza muestral de las 100 medias muestrales.  

Sabemos que para los estimadores propuestos se cumple: 
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Por tanto, los estimadores ̂ߤଵ i ̂ߤଶ son insegados. Si tenemos que elegir entre estos dos 
estimadores, escogeríamos ̂ߤଵ dado que su varianza es más pequeña y por tanto más 
preciso. Por lo que respecta a ̂ߤଷ, es un estimador sesgado pero tiene una varianza más 
pequeña que la de ̂ߤଵ i ̂ߤଶ. Entonces, nos encontramos en una situación de estimadores 
con propiedades contrapuestas. Por lo que para elegir entre ellos hemos de utilizar el 
error cuadrático medio (ECM).  

Los alumnos comprobaran que al calcular las medias, varianzas y los ECM a partir de 
las 100 replicas, los resultados obtenidos son muy parecidos a los teóricos. Es decir, que 
la media asociada a ̂ߤଵ i ̂ߤଶ está muy cenca de 5, la de ̂ߤଷ se encuentra por debajo de 5 y 
que la varianza de ̂ߤଷ es menor que la de ̂ߤଵ y ̂ߤଶ Y así confirmaran que nos 
encontramos en una situación de estimadores con propiedades contrapuestas. 

Como el ECM depende de los valores que adopten ߤ,  y n, los alumnos calcularan su	ଶߪ	
valor para distintas combinaciones como las que se recogen en el siguiente cuadro:  

Cuadro 1 

 n = 20 
 = 5 
 = 1 

n = 20 
 = 1 
 = 1 

n = 20 
 = 5 
 = 5 

EMCሾ̂ߤଵሿ 0.050 0.050 1.25 

EMCሾ̂ߤଶሿ 0.053 0.053 1.32 

EMCሾ̂ߤଷሿ 0.102 0.048 1.19 
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Los alumnos compararán los valores teóricos del ECM recogidos en el cuadro 1 con los 
calculados a partir de las 100 replicas realizas y comprobarán que los resultados se 
encuentran muy próximos. 

Cada vez que los alumnos pulsen la tecla F9 la hoja de cálculo se recalculará y los 
alumnos podrán comprobar que los resultados se mantienen. 

Finalmente el ejercicio se repetirá para los tamaños muestrales de n=40 y n=60, y los 
alumnos apreciarán que las medias de las réplicas adoptarán valores parecidos a los 
alcanzados con n=20 para ̂ߤଵ y ̂ߤଶ al ser estos estimadores insesgados. Y como el valor 
de la media asociada a ̂ߤଷ se irá acercando al valor poblacional a medida que el tamaño 
muestral se incremente, dado que ̂ߤଷ es asintóticamente insesgado. Finalmente los 
alumnos también podrán apreciar que a medida que se incrementa el tamaño muestral la 
varianza y el ECM calculados a partir de las 100 replicas disminuyen y se van 
acercando a cero, dado que todos los estimadores analizados son consistentes. 

3. Evaluación de los resultados obtenidos 

Para tratar de valorar la utilidad del ejercicio de simulación descrito en el apartado 
anterior se ha pasado a los alumnos de las licenciatura de ADE (LADE) y Economía 
(LE) un cuestionario antes y después de realizar la práctica. En dicho test se plantean 
preguntas cerradas con cuatro posibles respuestas relacionadas con los tópicos de 
interés, es decir, insesgadez, eficiencia y consistencia. Las preguntas utilizadas son las 
siguientes: 

1. Se dice que un estimador es insesgado si: 

a) Es un estimador que no comete errores. 

b) Es un estimador que comete errores muy pequeños. 

c) Es un estimador que no comete errores sistemáticos. 

d) Es un estimador que es muy fiable. 

2. Un estimador es más eficiente que otro: 

a) Si sus errores más pequeños. 

b) Si es más fiable. 

c) Si es más preciso. 

d) Si siempre acierta. 

3. Un estimador es consistente: 

a) Si es insesgado y eficiente. 

b) Si es un estimador óptimo. 

c) Si a medida que el tamaño muestral crece el sesgo es más pequeño. 
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d) Si a medida que el tamaño muestral crece disminuye su sesgo y varianza. 

Tal y como se puede apreciar en cada una de las preguntas sólo hay una respuesta 
correcta. En la primera pregunta las respuestas incorrectas (a, b y d) responden a la idea 
errónea que suelen tener los alumnos sobre que es un estimador insesgado y la misma 
situación se da en las alternativas incorrectas de las preguntas dos y tres (a, b y c) y (a, b 
y c) respectivamente. 

El anterior cuestionario se ha pasado a un total de 65 alumnos de LADE y LE. Para 
comprobar si existen diferencias significativas en los resultados obtenidos por los 
alumnos antes y después de realizar la prácticas hemos utilizado, los contrastes de 
comparación de proporciones para datos emparejados de NcNemar (1947) y Liddell 
(1983) (ver Liddell (1983) y Armitage, Berry y Matthews (2002) para más detalles).  

 
    Después   
    Correcta  Incorrecta 

Antes  Correcta  11n 10n

 Incorrecta  01n 00n

NcNemar propuso un contraste que sigue una distribución chi-cuadrado con un grado de 
libertad que nos permite contrastar la hipótesis nula de que el valor esperado de la 
diferencia ݊଴ଵ െ ݊ଵ଴ es cero. Liddell propuso un estimador puntual y por intervalo del 
riesgo relativo ܴ ൌ ݊଴ଵ ݊ଵ଴⁄  y un estadístico de prueba para contrastar la hipótesis nula 
de que R=1. En ambos caso se explota la información de los alumnos que cambian de 
opinión o casos discordantes para ver si el ejercicio de simulación puede tener un efecto 
positivo en la asimilación de los conceptos. 

Cuadro 2 

Pregunta   
11n  

00n  
01n  

10n  McNemar  R  RL  RU  FR=1 

1  17 11 34 3 24,324*** 11,333 4,091 43,515 8,500***

2  35 8 19 3 10,227*** 6,333 2,165 25,162 4,750***

3  39 12 12 2   5,786** 6,000 1,595 37,463 4,000***

Donde ***, *** y * significa estadísticamente significativo al 1%, 5% y 10% respectivamente. 

Los resultados se encuentran recogidos en el cuadro 2. Tal y como se puede apreciar 
tanto con el contraste de McNemar como con el de Liddell rechazamos la hipótesis 
nula. Además claramente la estimación por intervalo de R excluye 1, por lo que 
podemos afirmar que el valor esperado de la diferencia ݊଴ଵ െ ݊ଵ଴ es positivo o que el 
valor esperado del ratio ݊଴ଵ ݊ଵ଴⁄  es mayor que uno. A partir de los anteriores resultados 
podemos afirmar que encontramos evidencia a favor de que los ejercicios de simulación 
han permitido mejorar la correcta asimilación de los conceptos de insesgadez, eficiecia 
relativa y consistencia. 
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4. Conclusiones 

En el presente trabajo se proponen los ejercicios de simulaciones como una herramienta 
para permitir afianzar los conceptos asociados a las propiedades de los estimadores 
(insesgadez, eficiencia relativa y consistencia). En concreto proponemos un diseño 
sencillo que es fácilmente implementable en una hoja de cálculo tipo Excel. Utilizando 
datos de un test pasado a los alumnos antes y después de la práctica hemos obtenido 
evidencia empírica, utilizando contrastes para datos emparejados, de que la herramienta 
permite mejorar la asimilación de los conceptos de insesgadez, eficiencia relativa y 
consistencia. 

Finalmente es preciso tener presente que este tipo de ejercicios pueden ser también de 
gran utilidad para otros tópicos, como la estimación por intervalo, el contraste de 
hipótesis, muticolinealidad, errores de especificación en el modelo de regresión 
(omisión de variable relevante, error en la forma funcional), errores de medida, 
variables instrumentales…   
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