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Muestreo doble óptimo 

Mariano Ruiz Espejo 
Universidad Católica San Antonio de Murcia 

Resumen 

En este artículo ofrecemos un estimador óptimo en muestreo doble usando 
muestreo aleatorio simple con reemplazamiento de tamaño fijo en cada fase, 
observando una variable auxiliar en la primera fase, y accediendo a la variable de 
interés en la segunda fase de submuestreo. Hacemos uso de estimadores óptimos 
para distribución libre y del ajuste óptimo del modelo general lineal en poblaciones 
finitas. 

Palabras clave: estimador óptimo, muestreo doble, muestreo aleatorio simple con 
reemplazamiento 

Clasificación AMS: 62D05, 62H12, 62J12 

Optimum double sampling 

Abstract 

In this article we offer an optimum estimator in double sampling using simple 
random sampling with replacement of fixed size in each phase, observing an 
auxiliary variable in the first phase, and accessing to the interest variable in the 
second phase of subsampling. We make use of optimum estimators for free 
distribution and of optimum fit of the general linear model in finite populations. 

Key words: optimum estimator, double sampling, simple random sampling with 
replacement 

AMS classification: 62D05, 62H12, 62J12 

1 Introducción 

Presentamos una solución al problema de estimación insesgada óptima de la media 
poblacional en muestreo doble con submuestreo, usando muestreo aleatorio simple con 
reemplazamiento en ambas fases de muestreo, y observando una variable auxiliar en la 
primera fase. Este es un problema que estaba abierto y al que hemos dado una solución 
usando tres métodos de optimización. 
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Veamos con detalle cómo hemos resuelto este problema del que no tenemos información 
de una solución satisfactoria hasta este artículo. 

2 Muestreo doble 

Entendemos por muestreo doble aquel procedimiento de muestreo que se desarrolla en 
las siguientes dos fases. 

En una primera fase se selecciona una muestra aleatoria simple con reemplazamiento ࢙ 
de tamaño fijo ݊, a partir de una población finita ܷ de tamaño ܰ, y se observa la variable 
auxiliar ݔ en las unidades seleccionadas. Sea el vector reordenado ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻݔ
obtenido a partir de la muestra ordenada de datos ൫ሺ݇, :௞ሻݔ ݇ ∈  ൯ de la variable auxiliar࢙
 En dicho vector pueden aparecer observaciones repetidas ya que el muestreo es con .ݔ
reemplazamiento. 

En una segunda fase se selecciona una muestra aleatoria simple con reemplazamiento de 
tamaño fijo ݊′, a partir del vector reordenado ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ݊ ௡ሻ que contiene lasݔ
observaciones de la variable auxiliar, y por tanto tiene un tamaño efectivo fijo que es un 
número natural “mayor o igual que 1” y “menor o igual que ݊” de unidades de la 
población finita. En esta submuestra de tamaño fijo ݊′ obtenida en la segunda fase 
observamos la variable de interés ݕ que recogemos en el vector reordenado que 
denotamos ሺݕଵ, ,ଶݕ … ,  ௡ᇱሻ que puede contener observaciones de unidades repetidasݕ
también. 

La teoría básica para los conceptos usados en esta sección pueden encontrarse en Cassel 
et al. (1977) y en Ruiz Espejo (2017). 

3 Estimador propuesto óptimo 

Queremos estimar la media poblacional de la variable de interés, 

തݕ ൌ
1
ܰ
෍ݕ௜
௜∈௎

 

Para ello proponemos en el muestreo doble anteriormente descrito el estimador 

തௗݕ ൌ  ഥ௧࢞ଵି࡭ෝࢇ

Este estimador ha sido propuesto por Ruiz Espejo (2015, 2018), y ahora el vector 
ഥ࢞ ൌ  ഥଵൈሺ௠ାଵሻ no está tomado a partir de la población finita porque la variable auxiliar࢞
solo se conoce dentro de la muestra de tamaño fijo ݊, sino que está tomado del vector 
reordenado ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻ como población de referencia obtenida en la primera fase. Elݔ
número ݉൅ 1 es el número de parámetros a ajustar en el modelo lineal 

௜ݕ ൌ ݇଴ ൅෍݇௥ ௥݂ሺݔ௜ሻ
௠

௥ୀଵ

൅ ݁௜ 
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Aquí ݇଴, ݇ଵ, … , ݇௠ son las constantes o parámetros a ajustar, ௥݂ሺݔሻ es la función real de 
variable real ݎ-ésima usada en el ajuste, y ݁ ௜ es el error del ajuste en la unidad poblacional 
݅ ∈ ܷ. 

En concreto, 

ࢇ ൌ ଵൈሺ௠ାଵሻࢇ ൌ ሺܣଵ;௬ ⋯				ଵ,ଵ;௬,௙భሺ௫ሻܣ  ଵ,ଵ;௬,௙೘ሺ௫ሻሻܣ

Siendo 

ଵ,௬ܣ ൌ
1
݊
෍ݕ௝

௡

௝ୀଵ

 

Y para ݎ ൌ 1, 2, … ,݉, 

ଵ,ଵ;௬,௙ೝሺ௫ሻܣ ൌ
1
݊
෍ݕ௝ ௥݂൫ݔ௝൯

௡

௝ୀଵ

 

Que son estimables insesgadamente y de mínima varianza para distribución libre 
respectivamente por 

ܽଵ,௬ ൌ
1
݊′
෍ݕ௜

௡ᇱ

௜ୀଵ

 

Y para ݎ ൌ 1, 2, … ,݉, 

ܽଵ,ଵ;௬,௙ೝሺ௫ሻ ൌ
1
݊′
෍ݕ௜ ௥݂ሺݔ௜ሻ
௡ᇱ

௜ୀଵ

 

La matriz cuadrada ࡭ ൌ  ሺ௠ାଵሻൈሺ௠ାଵሻ resulta ser࡭

࡭ ൌ

ۉ

ۇ

1 ௙భሺ௫ሻ	ଵ;ܣ
௙భሺ௫ሻ	ଵ;ܣ ௙భሺ௫ሻ,௙భሺ௫ሻ	ଵ,ଵ;ܣ

⋯ ௙೘ሺ௫ሻ	ଵ;ܣ
⋯ ௙భሺ௫ሻ,௙೘ሺ௫ሻ	ଵ,ଵ;ܣ

⋮ ⋮
௙೘ሺ௫ሻ	ଵ;ܣ ௙೘ሺ௫ሻ,௙భሺ௫ሻ	ଵ,ଵ;ܣ

⋱ ⋮
⋯ ی௙೘ሺ௫ሻ,௙೘ሺ௫ሻ	ଵ,ଵ;ܣ

 ۊ

Esta matriz ࡭ depende exclusivamente de la información auxiliar de las variables 
explicativas del modelo de regresión lineal multivariante. Por ejemplo, 

௙ೝሺ௫ሻ,௙ೞሺ௫ሻ	ଵ,ଵ:ܣ ൌ
1
݊
෍ ௥݂൫ݔ௝൯ ௦݂൫ݔ௝൯

௡

௝ୀଵ

 

Para todo ݎ, ݏ ൌ 1, 2, … ,݉. 

Finalmente, el vector ࢞ഥ ൌ  ഥଵൈሺ௠ାଵሻ resulta ser el siguiente࢞
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ഥ࢞ ൌ ሺ1 ௙భሺ௫ሻ	ଵ;ܣ ⋯					௙మሺ௫ሻ	ଵ;ܣ  ௙೘ሺ௫ሻሻ	ଵ;ܣ

Donde para ݎ ൌ 1, 2, … ,݉, 

௙ೝሺ௫ሻ	ଵ;ܣ ൌ
1
݊
෍ ௥݂൫ݔ௝൯

௡

௝ୀଵ

 

En las referencias de Ruiz Espejo (2015, 2018) se prueba que el ajuste proporciona un 
estimador insesgado para ݕത௡, que es la media muestral de la variable de interés en la 
primera fase. Además “la varianza de tal estimador” en la segunda fase, ܸ ଶሺݕതௗሻ, minimiza 
para distribución libre la varianza vectorial de cualquier estimador del vector ሺ݉ ൅ 1ሻ-
dimensional ࢇ, que permite estimar el ajuste de modo insesgado y de mínima varianza 
para distribución libre del modelo general lineal propuesto. 

Es sencillo comprobar entonces que el estimador ݕതௗ es insesgado para la media 
poblacional ݕത de la variable de interés: 

തௗሻݕሺܧ ൌ തௗሻሿݕଶሺܧଵሾܧ ൌ ത௡ሻݕଵሺܧ ൌ  തݕ

Además, teniendo en cuenta el teorema de Madow, su varianza verifica que 

ܸሺݕതௗሻ ൌ ଵሾܧ ଶܸሺݕതௗሻሿ ൅ ଵܸሾܧଶሺݕതௗሻሿ ൌ 

ଵሾܧ ଶܸሺݕതௗሻሿ ൅ ଵܸሺݕത௡ሻ ൌ ଵሾܧ ଶܸሺݕതௗሻሿ ൅
௬ଶߪ

݊
 

Aquí la media muestral en la primera fase ݕത௡ es estimador insesgado para ݕത, y de mínima 
varianza para distribución libre (Zacks, 1971, p. 150; Ruiz Espejo et al., 2013; 2016), ߪ௬ଶ 
es la varianza poblacional para la variable de interés, ܧଵሾ ଶܸሺݕതௗሻሿ minimiza el valor 
esperado de las posibles varianzas con dicho ajuste lineal para distribución libre, y por 
tanto ܸሺݕതௗሻ alcanza el mínimo de cualquier estimador con el ajuste lineal dado para 
distribución libre. Es decir, el estimador ݕതௗ es óptimo en este sentido para distribución 
libre en el muestreo doble usando muestreo aleatorio simple con reemplazamiento en 
ambas fases y con submuestreo en la segunda fase. También la media muestral es 
insesgada y de varianza mínima para estimar la media poblacional en el muestreo 
aleatorio simple con reemplazamiento de tamaño muestral fijo, entre los estimadores 
lineales, cuando la población tiene varianza finita (Ruiz Espejo, 1997), como es el caso 
de cualquier variable de interés uniforme discreta asociada a una población finita. 

4 Discusión y conclusiones 

Una consecuencia directa de este artículo es que el estimador propuesto para la media 
poblacional a partir del modelo general lineal propuesto aquí, o a partir de ݉ variables 
auxiliares conocidas de antemano como hicimos en Ruiz Espejo (2015, 2018), es estimador 
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insesgado de mínima varianza para distribución libre con el estimador insesgado de mínima 
varianza ajustado al modelo lineal. Es decir, es óptimo en dicho sentido descrito. 

Una crítica que se hacía al muestreo aleatorio simple con reemplazamiento de tamaño 
muestral fijo ݊ era que el muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento de tamaño 
efectivo fijo ݊ proporciona al estimador media muestral insesgación y más precisión que 
el anterior. Esta crítica carece de interés práctico al observar que con muestreo aleatorio 
simple con reemplazamiento se obtienen muestras con menor coste esperado que con 
muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento del mismo tamaño muestral ݊, ya que las 
unidades pueden aparecer repetidas en el diseño muestral con reemplazamiento y como 
consecuencia el tamaño efectivo no es fijo sino menor igual a ݊, y por tanto el coste 
esperado es menor o igual al coste del tamaño efectivo fijo ݊. 

El modelo general lineal que hemos propuesto con una variable auxiliar no tiene que tener 
solo dos parámetros de ajuste a minimizar, como sería el caso de ajustar una recta de ݕ 
sobre ݔ, ni siquiera tiene que ser un polinomio necesariamente. Un ejemplo teórico 
supuesto distinto a estos podría ser el siguiente 

௜ݕ ൌ ݇଴ ൅ ݇ଵ݁௫೔ ൅ ݇ଶ
1

௜ݔ ൅ 2
൅ ݁௜ 

Donde en este modelo lineal con ݉ ൌ 2 tenemos las funciones 

ଵ݂ሺݔሻ ൌ ݁௫ 

Y 

ଶ݂ሺݔሻ ൌ
1

ݔ ൅ 2
 

También es posible ajustar un modelo lineal multivariante si en la primera fase se 
hubieran observado ݉ variables auxiliares en la muestra aleatoria simple con 
reemplazamiento de tamaño fijo ݊. Incluso pueden ajustarse otras posibilidades 
funcionales a partir de las variables auxiliares observadas en la primera fase del muestreo 
doble. El razonamiento es similar al propuesto en este artículo o bien en líneas semejantes 
a las expuestas por Ruiz Espejo (2015, 2018). 

Obviamente el modelo concreto que se proponga en cada caso tiene que tener una gran 
fiabilidad basada en la experiencia, es decir, que ha de ser propuesto por expertos en el 
tipo de datos manejados y con experiencia en el área de trabajo al que se aplica el modelo. 
En este sentido, existe la posibilidad de que dos o más expertos distintos propongan 
distintos modelos lineales concretos, y es entonces cuando se tiene que llegar a un 
consenso o acuerdo del modelo más conveniente para el fin que nos proponemos. Una 
propuesta de solución de consenso es que cada experto aporte su función de ajuste según 
su conocimiento, y que el modelo con los datos se encargue de seleccionar el mejor ajuste 
lineal de dichas funciones. 
El hecho de habernos referido al “muestreo de poblaciones finitas” se debe a que es en 
poblaciones finitas donde tiene sentido hablar de muestreo aleatorio simple con 
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reemplazamiento con unidades reales identificadas y accesibles. Hablar de muestreo 
aleatorio simple con reemplazamiento de una población infinita limita a muestras 
artificiales obtenidas con un ordenador y sin salir del mismo, es decir las unidades no 
pueden estar identificadas todas con el medio o los medios de acceso físico para observar 
los datos auxiliares o de interés en todas sus unidades. 

La conclusión final es que queda resuelto un problema de optimización en la estimación 
de la media poblacional en muestreo doble con muestreo aleatorio simple con 
reemplazamiento en las dos fases y submuestreo en la segunda fase, haciendo uso de tres 
procedimientos de optimización, dos de ellos en estimación para distribución libre 
(opcionalmente de estimación insesgada de mínima varianza para la media poblacional 
con población de varianza finita, entre todos los estimadores lineales) y el otro en el ajuste 
del modelo general lineal en poblaciones finitas. 

Una posible crítica a esta resolución del problema de optimización es que si el tamaño 
poblacional ܰ es conocido, el conjunto de poblaciones finitas con distribución uniforme 
discreta con ܰ valores posibles de la variable de interés es mucho más concreta que el 
conjunto de todas las posibles poblaciones teóricas como presupone el método de 
optimización para distribución libre, por lo que un estimador óptimo para distribución 
libre puede no serlo para el conjunto reducido de poblaciones finitas de distribución 
uniforme discreta con ܰ valores de la variable de interés. De hecho, como justifica Ruiz 
Espejo (1987), no existe tal estimador “insesgado y uniformemente de mínima varianza”, 
ni siquiera “uniformemente de mínimo error cuadrático medio”, en el modelo de 
población finita fijada, que es un modelo diferente pero más próximo al modelo de 
muestreo doble con submuestreo, con observación de una variable auxiliar en la primera 
fase de muestreo.  
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