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Resumen

Proporcionamos una demostracion sencilla de la varianza del estadistico
cuasivarianza muestral en el muestreo aleatorio simple con reemplazamiento de
tamaiio fijo n. Como consecuencia proponemos estimadores insesgados dptimos de
ciertas funciones paramétricas para distribucion poblacional libre.
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A simple proof of the variance of sample quasivariance
Abstract

We provide a simple proof of the variance of sample quasivariance statistics in
simple random sampling with replacement of fixed size n. As consequence we
propose optimal unbiased estimators of certain parametric functions for free
population distribution.
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1. Introduccién

Proponemos una demostracion sencilla del valor exacto de la varianza de la cuasivarianza
muestral, en muestreo aleatorio simple con reemplazamiento de tamafio fijon > 2.

El valor de esta varianza es conocido (Thionet, 1953, 1958; Ruiz Espejo, 2013, 2017) y
toma la expresion

_ M4 (n—3)o*
V(s®) = n nn-1°
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Esta formula no es facil de demostrar, por lo que en este articulo proporcionamos una
demostracion lo mas sencilla que hemos encontrado para ello. También estudiamos la
aplicacion de inferencia estadistica de este resultado.

2. Varianza de la cuasivarianza muestral

Demostrar esta formula, teniendo en cuenta que sabemos que es cierta esta otra por las
propiedades de la varianza,

V(s?) = E(s*) — %,

pues si X es una variable aleatoria entonces V(X) = E(X?) — [E(X)]? y como caso
particular si X = s2 es lo que hemos escrito antes como V (s2), equivale a demostrar que

n“—2n+3
E(s4)=ﬂ+

4
n n(n—1) ¢

Veamos pues esta formula. De la propiedad de la varianza de una variable estadistica
aplicada a una muestra de tamaiio fijo n, tenemos que la varianza muestral es (Ruiz
Espejo, 2017)

n-1, 1O\ 2
s =g 2, 2,0

i=1 j#i

Despejando la cuasivarianza muestral s? tenemos que

s* = 2n(n—1)zz(yl y,

i=1 j#i

Luego,

st = 4nz(n—1)2 ZZ(” y] -

i=1 j#i

nz(n—l)2 Zz(y‘ y,) +

i=1 j#i

i Z Z =) [0 =) + (0 = ) ] +

i=1 j#i m#i,j
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n

i Zn: Z (vi — Yj)Z(Yk — Yim)?

J#i k#i,j m#i,j,k

M:

i

1l
_

En la ultima igualdad hemos desarrollado el cuadrado de un doble sumatorio en el que
cada sumando depende de los dos indices de sumacion; en el sumatorio doble aparecen
los cuadrados de los sumandos con distintos subindices i # j, en el segundo sumatorio
triple aparecen los productos (dobles al sumar segiin el tercer sumatorio) de un factor con
subindices i # j, por la suma de los dos restantes sumandos en el que uno de los
subindices i o j coincide con alguno de los subindices del primer factor y el otro no
coincide, y en el tercer sumatorio cuadruple se especifican los productos del primer factor
que depende de los subindices i # j por cada posible factor con ambos subindices k y m
distintos entre si y distintos a los anteriores i y j. La esperanza matematica de s* serd
entonces

EGh = nz(n—l)2 ZZ [(y‘ y,)]+

i=1 j#i

i=1 j#i m#i,j

iii i E|(i =)’ 0 = ym)?] -

i=1 j#i k#i,j m#i,j,k

Ahora bien, como el numero de sumandos del ultimo doble sumatorio es n(n — 1) y
pueden aparecer los cuadrados en el orden (i, ), (i,j) o bien en el orden (i, ), (j, i), se
duplica el nimero de esperanzas matematicas

4
E [(yi -¥;) ] = E(yi — 4yly; + 6y} — 4yiy} + )
= 2a, — 8asza; + 6a3 = 2(u, + 30%),
puesi # j.

En el sumatorio triple, razonando de modo similar tenemos

E|(i = )" 01 = ym)?| = 4 + 3%,

y el nimero de sumandos en total es n(n — 1)(n — 2) pues hemos supuesto que los
indices verifican j #i =k #m # j. Ademas debemos multiplicar el niimero de
sumandos por 2, uno paraque k =i 6 jym # i,j,k,yotroparaque m =i 6 jy k #
L,j,m
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El sumatorio cuadruple tiene n(n — 1)(n — 2)(n — 3) sumandos y cada uno de ellos
tiene por esperanza matematica

E|(i =) O —ym)?| = {E [0 - y,-)z]}z = (20%)* = 40*,

donde la primera igualdad se debe a que los factores del primer miembro dentro de la
esperanza matematica son independientes al ser los cuatro indices distintos dos a dos.

Por lo que sustituyendo en la esperanza de s* queda

E(s*) = [2n(n — 1)2(u, + 30%) +

1
4n2(n — 1)2
Ann—1)(n—2)(us +30*) +n(n—1)(n — 2)(n — 3)404]

Hy  MP=2n+3

=—+————o0
n nn-1)
Que es lo que queriamos demostrar para concluir el resultado de la varianza de la
cuasivarianza muestral en muestreo aleatorio simple con reemplazamiento de tamafio fijo
n=2.

El resultado presente demostrado ha sido empleado en los Lemas 4.5, 4.6 y 4.7 y en la
Nota (Remark) 4.4 de Ruiz Espejo et al. (2013, 2016) y en el resultado de Ruiz Espejo
(2015).

3. Aplicacion

Un ejemplo de aplicacion del resultado anterior es el calculo de la varianza del estadistico

¥ + ks?,

siendo ¥ la media muestral, k una constante real, y s2 la cuasivarianza muestral en el
muestreo aleatorio simple con reemplazamiento de tamaifio fijo n. Dicho estadistico es un
estimador insesgado de la funcion paramétrica

a; + ka?,
siendo @, la media poblacional, y o2 la varianza poblacional.

De los resultados anteriores tenemos que la varianza del estadistico propuesto es
V(i + ks?) =

V(@) + k?V(s?) + 2kCov(y,s?%) =

a? ta (m—3)o* I3

2 +2k—.
n

n n nn-1)
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En el ultimo sumando, en el que sustituye la covarianza, hemos usado de un resultado
demostrado en Ruiz Espejo (2018). El valor obtenido de la varianza del estadistico prueba
que el estadistico, por ser insesgado, converge en probabilidad a la funcién paramétrica
@, + ka?, ya que la varianza obtenida es un infinitésimo de orden n™! y haciendo uso de
la desigualdad de Chebychev. Ademas dicho estadistico es insesgado y optimo
(uniformemente de minima varianza) para estimar dicha funcién paramétrica en el
modelo de distribucion poblacional libre, ya que el estadistico es invariante ante
permutaciones en el orden de las observaciones muestrales (Zacks, 1971, p. 150). Ademas
la varianza del estadistico es estimable insesgadamente por el estimador “suma de los
estimadores insesgados Optimos de cada uno de los tres sumandos para distribucion
poblacional libre” (Ruiz Espejo et al, 2013, 2016; Ruiz Espejo, 2015), y como
consecuencia éste es ademas estimador 6ptimo o uniformemente de minima varianza de
la funcién paramétrica V(¥ + ks?) para distribucién poblacional libre.

Otro ejemplo de aplicacion del resultado es que la varianza del “estimador insesgado
optimo de la varianza de la media muestral”

e (m—3)o 4
V(s?/n) =V(s?)/n* = e BT 1}
admite un estimador insesgado Optimo para distribucion poblacional libre también
deducible de las tres ultimas referencias citadas en el parrafo anterior.

4. Conclusioén

Hemos presentado una demostracion sencilla, de unas dos paginas, a este problema
clasico de obtener el valor exacto de la varianza de la cuasivarianza muestral en el
muestreo aleatorio simple con reemplazamiento de tamafio fijo n = 2. El valor de la
primera prueba original publicada en forma de libro, entre los que conozco, se debe a
Thionet (1953, 1958). También hemos concluido algunos resultados inferenciales de
interés como consecuencias de la demostracion.
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